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Vorrede. 

Indem  ich  hier,  meinem  Versprechen  ge- 
mäfs  j  den  zweiten  Theil  der  Anleitung 
7Air  Berechnung  der  Leibrenten  und  An- 
wartschaften liefere,  beziehe  ich  mich  in 
Ansehung  des  Zwecks  dieses  Werks  auf  die 
Vorrede  zu  dem  ersten  Bande»  Was  die 
Ausführung  betrifft,  so  glaube  ich  diesen 
Theil  der  Mathematik,  innerhalb  der  Grun- 
zen der  möglichen  Anwendung,  vollständig 
abgehandelt  zu  haben,  wiewohl  vielleicht 
einzelne  Materien  noch  fafslichcr  dargestellt 
werden  können.     Ein  sehr  geschätzter  Ma- 


IV  Vorrede, 

thematiker  hat  die  Güte  gehabt,  nach  Le- 
sung des  ersten  Theils,  mir  die  Bemer- 
kung niitzuthcilen,  dafs  die  Süfsmilchsche 
Sterbensordnung  vom  lOten  Jahre  an  sich 
ziemlich  genau  durch  die  Gleichung:  y  ziz 
598.1673049  —  8,4174552  x  -}- 
0,0.308954  x^  —  0,0050473  x-  + 
0,00003013682  x^  darstellen  lafse,  woy 
die  Zahl  der  Lebenden  und  x  das  Alter 
bedeutet*  Vielleicht  wären  auch  für  an- 
dre Sterbensordnungen  ähnliche  Gleichun- 
gen aufzufinden,  indefsen  möchten  doch 
die,  Seite  212  des  gegenwärtigen  Banc!es 
angegebenen,  in  der  Berechnung  liegen- 
den Schwierigkeiten  der  Anwendung  snl- 
ciier  Formehl  unübei  steigliche  Hindcrnifse 
entgegense'.zen.      Wcnii  übrigens  noch   jetzt 


Vorrede.  V 

die  Anordnung  des  Ganzen  abzuändern 
wäre,  so  würde  ich  das  dritte  Kapitel  von 
der  Wahrscheinlichkeit  des  Ueberlcbens, 
mit  der  Ueberschrifc:  von  der  Wahrschein- 
lichkeit des  Ahstcrbens  in  einer  hestivmi' 
ten  Ordnung^  den  Kapiteln  von  der  Dau- 
er des  Ueberlebens  und  des  längsten  Le- 
bens nachsetzen.  Es  entspricht  dies  dritte 
Kapitel  hauptsächlich  dem  neunten  von 
den  Anwartschaften,  so  wie  die-  Kapitel 
vom  Ueberleben  und  längsten  Leben  die 
Vorbereitungsfätze  zu  den  Kapiteln  von  den 
Renten  auf  das  Ueberleben  und  längste  Le- 
ben enthalten.  Auch  hätte  die  Materie  vom 
Absterben  in  einer  bestimmten  Ordnung, 
welche  überhaupt  die  meisten  Schwierigkei- 
ten hat,    kürzer  vorgetragen  werden  kün- 


VI  Vorrede, 

nen ,  wenn  die  allgemeinen  Formeln  für 
die  Dauer  des  Ueberlebens  vorausgeschickt 
wären.  Ich  bemerke  dies  für  den  künfti- 
gen Bearbeiter  dieses  Gegenstandes,  da  ich 
w^ohl  nicht  hoffen  darf,  bey  einer  etwani- 
gei\  zweiten  Auflage  des  gegenwärtigen 
Werks  selbst  zu  defsen  Verbefserung  mit- 
wirken zu   können. 

Kopenhagen,  den  20sten  IVIärz,   I823> 
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VierterAbschnitt. 


Von 

Renten  und  Anwartschaften, 

die     von    mehrerer    Personen     Lehen 

abhangen. 


Vorerinnerung. 


D, 


ieser  vierte  Abschnitt  enthalt  die  Theorie 
der  Leibrenten  und  Anwartschaften  nicht  nur  der  hö-» 
heren,  sondern  aller,  Grade.  Da  hiebey  die  Hypo* 
these  des  glelchmäfsigen  Absterbens,  der  sich  viel- 
leicht nach  vollständigem  Erfahrungen  alle  Ster* 
bensordnuugen  mehr  oder  weniger  nähern  möchten^ 
nicht  übergangen  werden  konnte ,  so  wird  hier 
durchgehends,  um  von  den  einfachem  Aufgaben  zu 
den  zusammengesetzten  überzugehen,  zunächst  von 
den  Berechnungen  nach  der  Hypothese,  sodann  aber 
von  den  Berechnungen  nach  andern  Sterbensord- 
iiungen  gehandelt  werden. 

U.  A 


Q.  Vierter  Abschnitt. 

Uebrigens  soll  in  dem  Folgenden  ein  Inbegriff 
i'^on  einzelnen  Personen,  welche  in  Ansehung  der 
Renten  und  Anwartschaften  verbunden  sind,  ein 
Verein,  ein  Inbegriff  von  Vereinen  aber  zu  dem 
nämlichen  Zwecke  eine  Gesellschaft  genannt  wer- 
den. Unter  Verbindung,  welches  Wort  auch  wohl 
für  einen  Verein  oder  iür  eine  Gesellschaft  gebraucht 
werden  kann,  wird  insbesondre  die  Form  des  Zu- 
sammenseyns  der  einzelnen  Personen  verstanden  wer- 
den. Sind  also  z.  B.  vier  Personen  in  Beziehung 
auf  Renten  und  Anwartschaften  mit  einander  ver- 
bunden, so  machen  diese  vier  einzelne  Personen, 
oder  so  viel  jedesmal  von  ihnen  noch  übrig  sind, 
einen  Verein  aus,  welches  Wort  also  hier  für  meh- 
rere ausdruckt,  Avas  Paar  für  zv/ey  bezeichnet. 
Treten  hundert  dieser  Vereine  zusammen,  so  bilden 
sie  eine  Gesellschaft.  Die  Verbindung  jedes  Vereins 
ist  anfänglich  die  nach  vier. 


Erstes     Kapitel, 

Von 

den   allgemeinen    Veränderungen 

der    Verbindungen. 


§.  197. 
Wenn  ein  Verein  von  m  Personen    existirt,  so 


Von  Rent*  etc.  auf  mehr.  Leben»   3 

können,  aufser  der  Verbindung  nach  m,  welche  un- 
ter sämtlichen  Personen  eine  Zeitlang  besteht,  auch 
die  Verbindungen  nach  m  —  I,  m  —  2  Q^c.  in  Be- 
tracht kommen,  welche  unter  den  gegebenen  Per- 
sonen Statt  haben  können. 

Sollen  nun  alle  Verbindungen,  welche  anfänglich 
die  einzelnen  Personen  unter  einander,  neben  der 
genannten  allgemeinen  Verbindung  nach  7;z,  aus- 
machen können,  gezählt  werden,  so  existlren  unter 
der  gegebenen  Zahl    von  Personen,  aufser    der  Ver- 

m.m  —   I..2 

bmdung    nach    m,  noch ; Verbin  - 

"  I  .  2  . .  (m  —   i) 

rn  .  ni  —   i   .  .   3       _.^     ,  . 

düngen    nach  m   —  I,  ; Verbin - 

°  I  .  3   .  .   (ni  —  2) 

düngen  nach  m  —  2  etc.,  imglelchen  m  einzelne 
Personen,  die  als  Verbindungen  nach  dem  Expo- 
nenten  1   angeschen  werden  können. 

Will  man  alle  Verbindungen,  die  überhaupt 
unter  den  m  Personen  Statt  finden  können,  auch 
die  einzelnen  Existenzen  mitgerechnet,  zusammen- 
nehmen, so  ist  also  die  Summe    derselben    z=  m  -|- 

m.m  —   I  m.m  —   i.m  —  2 

~ +  ■ -L.    .    .    -L. 

1.2  1.3.3 

m.m  —  1..2        .     m.m  —  1..1 

1  .  2  . .  (m  —  i)  I  .  2  .  .  m  ^    1     > 

—  I  =  2«!  —   I. 

§•198. 

Wenn    eine    etwas    beträchtliche     Anzahl    von 

A  a 


4  Vierter  Abschnitt. 

Vereinen  aus  m  Personen,  jeder  von  gegebenem  Al- 
ter, in  eine  Gesellschaft  zusammentritt,  so  werden, 
da  der  Erfahrung  zufolge  nicht  alle  Personen  von 
demselben  Alter  zu  gleicher  Zeit  abgehen,  nach  ei- 
niger Zeit  einige  Vereine  ungetrennt  bestehen,  von 
andern  Vereinen  wird  eine  Person,  von  noch  andern 
zwey  etc.  abgegangen  seyn ;  einige  Vereine  werden 
aber  ganz  ausgestorben  seyn. 

Wenn  z.  B.  eine  Gesellschaft  existirt,  worin 
die  Personen  je  drey  und  drey  verbunden  sind, 
nämlich  eine  vom  Alter  a,  die  zweite  vom  Alter  b, 
die  dritte  vom  Alter  c,  wenn  ferner  A,  B  und  C 
die  nach  der  Sterbensordnung  zu  diesen  Altern  ge- 
hörigen Zahlen  der  Lebenden  sind,  und  die  Anzahl 
der  Vereine,   hier  Conternationen,  nr:  ABC  gesetzt 

wird,  so  existiren  am  Erde  des  :rten  Jahr  A     B     C 
ungetrennte    Vereine.       Von    andern  Vereinen  sind 
am    Ende    des    xten    Jahrs    entweder    die    A    oder 
die    B    oder    die    C    allem  gestorben,  und   die    An- 
zahl   dieser     Vereine     zusammengenommen    ist    zir 

(A  —  A— )    B— C— +    (B   —   B— )  A— C--f- 

(C  —  C  )  A  B  .  Von  noch  andern  Vereinen 
sind  zwey  Personen  abgegangen,  nämlich  entweder 
die  A  und  B,  oder  die  A  und  C,  oder  die  B  und 
C,    und    die    Zahl    solcher    Conternationen    ist    =: 

(A— A— )  (B— B— )  C— -f  (A— A— )  (C  —  C" )  B— 

X  X.  X 

+  (B    —    B— )    (C  —  C— }  A— .      Endlich    sind 


VonRent^  etc^aufmehr^  Leben,      5 

von  einigen    Vereinen  alle    drey    Personen  verstor- 
])en,  und  deren  Anzahl  ist  am  Ende  des  xlen  Jahrs 

=  (A  —  A— )  (B  —  B— )    (C  —  C-). 

Alle  diese  Vereine  für  jedes  xte  Jahr  zusam- 
mengenommen machen  wieder  die  ursprüngliche 
Zahl   derselhen,  nämlich  A  B  C,  aus. 

Die  Verbindungen,  welche  übrigens  hiebey  vor- 
kommen, sind  l)  die  Verbindungen  nach  drey,  wo- 
von nur  eine  für  jeden  Verein  existirt,  2)  die  be- 
stehenden Verbindungen  nach  2  unter  drey  Perso- 
nen, deren  drey  sind,  2)  die  Verbindungen  nach  I  un- 
ter drey  Personen,  oder  einzelne  Existenzen,  deren 
wieder  drey  shid.  Die  Anzahl  aller  dieser  Verbindun- 
gen ist,  wie  im  vorigen  ^.  angegeben  worden,  =r  2* — I 
=  7.  Nimmt  man  hiezu  noch  den  Fall,  dafs  alle 
drey  Personen  ausgestorben  sind,  so  erhält  man 
überhaupt  2'   =  8   verschiedene  l'älle. 

Wenn  in  der  Gesellschaft  je  vier  und  vier 
Personen  einen  Verein  ausmachen,  wenn  ferner  das 
anfängliche  Alter  dieser  verschiedenen  Personsn  mit 
n,  h,  c  und  d^  die  dazu  gehörige  Zahlen  der  Le- 
benden mit  A,  B,  C  und  D  bezeichnet  werden, 
und  die  anfängliche  Zahl  der  Vereine  z=.  A  B  C  D 
ist,  so  hat  man  die  Zahl  der  am  Ende  des  xten 
Jahrs    noch   bestehenden  ungetrennten    Vereine  oder 

X        X  X  X 

Conquaternationen   m   A — B     C     D    ',  die  Anzahl 
derer  Vereine,  von    denen    eine    Person    gestorben, 

=  (A-  A— )  B— C-D-+(B  — B— )  A— C-D- 


6  Vierter    Abschnitt. 

3CXKX  3CXX3C 

+  (C— C— )  A-B— D— +(D  — D— )A— B-C--, 

die  Anzahl  solcher  Vereine,  wovon  zwey  Personen 

X  XXX 

gestorben    sind,    (A  —  A— )    (B  —   B" )    C—  D— 

4-     (A   —   A— )     (C    —    C— )    B—  D—     4- 

(  A    —  A—  j     (  D   —  D—  )  B—  C—  + 

(B  —  B— )   (C  —  C— )   A—  D—   + 

CB  —  B— )   (D  —  D— )   A—  C—  4- 

(C— C— )  (D— D— )  A— B— ,  die  Anzahl  derer  Verei- 
ne,  aus  denen    drey  Personen     gestorben    sind ,    zzz 

(A   —  A— )  (B   —  B-)    (C   —   C— )  D—   -i- 

(A   —   A— )  (B    —    B— )   (D  —  D-)    C—  4- 

(A    —   A— )    (C   -    C~)    (D    —  D— )    B—  + 

(B   —B-)     (C   —   C— )    (D    —  D— )    A— , 

und    endlich   die    Anzahl  solcher  Vereine,    von    de- 
nen   alle     vier     Personen     verstorben    sind ,     = 

(A  —  A— )    (B  —  B— )   (C  —  C  -)  (D  —  D— ). 

Die  Anzahl  der  Verbindungsfälle,  welche  in 
jedem  Jahre  Statt  finden  können ,  den  Fall  des 
gänzlichen  Aussterbeiis  niiteingerechnet ,  ist  daher 
wieder  =  15  +1    =:  2^. 

Wenn  übrigens  x  der  Altersergänzung    irgend 

X 

einer  Person,  z.  B.  A,  gleich  wird,   so  wird  A~~= 

X 

0,  folglich  der  oder  die  Theile,   worin  A      als  Fac- 
tor vorkömmt,  z=:  o.     Dagegen  wird  in  diesem  Fal- 
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X 

le  A  —  A  =  Aj  wenn  also  x  der  gröfsten  Alters- 
ergänzung  gleich  ist,  so  wird 

(A— A— )  (B— B— )  (C  — C")  (D  — D— )  = 
A  B  C  D  ,  d.  h.  es  sind  daini  alle  Vereine  ausgestor- 
ben, und  jeder  der  übrigen  Ausdrücke,  welche  die 
Verbindungen  nach  irgend  einem  andern  Exponen- 
ten gröfscr  als  0    angeben,"    ist  für  sich  =:  0« 

Es  ergiebt  sich  leicht,  dafs  das  nämliche  Ge- 
setz für  alle  höhern  Verbindungen  gelte. 

§.  199. 

Die  Anzahl  der  zu  Ende  des  xten  Jahrs  vor- 
handenen ungetrennten  Vereine  bey  einer  anfängli- 
chen Verbindung  unter  den  Personen    A  B  C  D    ist 

X  K  X  X 

nach  dem  vorhergehenden  ^.  =  A — B  C~"D  . 
Eolglich  ist  die  am  Ende  des  xlen  vorhandene  An- 
zahl  getrennter   Vereine,  d.  h.   derer,  wovon  irgend 

X  J£  X  X 

eine  Person  gestorben  istj=:ABCD — A — B C      D     . 

Diese  Zahl  der  getrennten  Vereine  begreift  auch 
die  Zahl  der  ganz  ausgestorbenen  in  sich. 

Ferner  ist  nach  dem  vorhergehenden  §.  die 
Zahl  der  am  Ende  des  xten  Jahrs  ganz  ausgestorbe- 

XXX  X 

nenVerehie,— (A— A— )(;B— B— )(€— C— )(D— D— ) 
=  A  B  C  D  —  (A--  BCD4-B—  ACÜ 
+  €— A  B  D  +   D— A  B  C)    +   (A-B—  C  D  -f 
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X      X 


A—  C—  B  D  4^  A— D—  B  C   +   B" C— A  D    -f- 

XX  XX  XXX 

B— D-AC+ C-D— AB)   —    (A— B— C— D  + 

xx;K  XXX  XXX 

A— B-D— C  -f  A-C— D-B  +  B-C-D— A)  -j- 

A— B— C— D~.  Folglieh  ist  die  Zahl  derer  Vev- 
eine,  die  am  Ende  des  xten  Jahrs  nicht  ganz  aus- 
gestorben sind,  d.  h.  derer,  luovon  noch  irgend  ei' 
ne   Person    lebt ,    =  A  B  C  D  — 

(A  —  A--)  (B  —  B-)    (C  —  C-)    (D  —  D— ) 

s=  A—  BCD-fB~ACD-f-  C—  ABD 
-|-    D— ABC    —    (A— B-CD   +    A"  C"  BD 

4-A— D-BC    4-   B— C— AD   -f-ß— D" AC 

XX  XXX  XXX 

4-  C—  D— A  B)  +  (A—  B—  C—  D  +  A" B" D— C 

XXX  XXX  xxxx 

4-  A— C— D— B  4-  B— C— D— A)—  A" B"  C— D" 

Die  Zahl  dieser  Vereine  begreift  auch  die  der  be-^ 
ftehenden    ungetrenuten   Vereine  in  sich. 


§.  200. 

Die  Zahl  derer  Vereine,  welche  im  Laufe  des 

xten  Jahrs  getrennt   iverden,  ist    =r; 

X— r          X— 1       X — i          x — I  X        X         X          X 

A B C D—  —  A—  B—  C—  D—  = 

X— -I          X— I  X 1  X        1 

^  (A        B       ^C~~" — D^—).  Auch  hier  befafst  wie- 


Von  Rent.  etc.  auf  mehr.  Leben.      9 

der  die  Zahl  derei'  Vereine,  welche  in  irgend  einem 
Jahre  getrennt  werden,  diejenigen  Vereine,  welche 
in  dem  nämlichen  Jahre  ganz  aussterben,  in  sich. 

Die  Anzahl  der  zm  xten  Jahre  aussterbenden  Verei' 
neist=(A— A— )  (B— B-)  (C— C" )  (D— D" ) — 
(A— A-— )  (B-^B^^^)  (C— C— -)  (D-^D-— )= 
A— ßCD  +  B^— ^ACD  4-  C^^ABD  +  D--ABC 

X 1  X— I  X 1  X 1 

—   (  A B C  D    -j-   A C B  D    + 


A D B   C     4-    B C A    D     4- 

X — I  X — 1  X — 1         X — I 

B D A  C     +     C D A  B  )    4- 

X — 1        X — I        y — I  X— I  X — 1        X — 1 

(A B—  C D   +   A B D C 

X — r  x—V  X— 1  X — I         X — 1         X — 1 

4-    A C D B  4-  B C D A) 

X 1  X— 1  X 1         X 1  X 

—    A B C D- —    (A— B  C  D    4- 

B—  A  C  D  4-  C— A  B  D  4-  D" A  B  C)4-(A— B— C  D 
4-  A— C— BD  4-  A— D— BC  +  ß— C-AD  + 
B-D-AC   4-   C— D— AB)  — (A— B-C— D    4^ 

XXX  XXX  XXV 

A— B— D—C  4-A— C— D— B  4-  B— C-D-A)  4- 
A— B— C—  D—     oder  auch  =  B  C  D  .  A  A" "  4- 


ACD  .  A  B^ —  4-  ABD  .  AC +  ABC  .  AD' ' 

X— 1  X 1  X— 1  X 1 

—    [CDA  CA B— -)  -I-  BDa  (A C ) 
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X — r  X — I  X— r        X — i 

+  B  C  A  (A D )   -f  A  D  A  (B C" ) 

+  A  C  A  (B— -  D— -  )  4-  A  B  A  (C— -  D— -)] 

X — I      X — 1         X — 1  X — r  X — I    X — r 

+  [Da  (A B C )  -f  C  A  (A— B— D--) 

X 1  X 1  X 1  X 1     X 1     X— I 

+  B  A  (A C D )  4-  A  A  (B— C— D— ) 

X — I  X — 1  X — 1  X — r 

—  A  (A B C D ). 

Im  Laufe  jedes  Jahrs  wird  die  Zahl  der  Ver- 
eine, wovon  irgend  Jemand  lebt,  um  so  viel  kleiner 
als  Vereine  ganz  aussterben,  d.  h.  die  Abnahme  der 
Vereine,  wovon  noch  irgend  Jemand  lebt,  ist  gleich 
der  Zunahme  der  ganz  ausgestorbenen  Vereine,  al- 
so =  (A  —  A— )  (B  —  B— )  (C  —  C— )  (D— D-)— 

X  -  1  X — 1  X — 1  X — r 

(A  —  A )  (B  — B )  CC—  C )  (D— D ). 


§.  201. 

Wenn  die  TVahrscheijzlichkeit  gesucht  wird, 
dafs  irgend  ein  bestimmter  Verein  in  einer  gegebe- 
nen Zeit  zu  einer  gewifsen  Verbindungsart  gehöre, 
so  mufs  die  Zahl  derer  Vereine,  die  zu  der  gege- 
benen Zeit  in  einer  solchen  Verbindung  stehen , 
durch  die  anfängliche  Anzahl  aller  Vereine  divi- 
dirt  werden. 

Sind  also  anfänglich  vier  Personen  vom  Alter  a, 
b,  c,  d  verbunden  und  ist  ihre  anfängliche  Zahl  m 
A  B  C  D ,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  am  En- 
de des  xten  Jahrs  ein    bestimmter    Verein  Tioch  un- 
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A— B— C— D- 
getrennt  bestehe,  ■=.  /pRT^'n 


Die    Wahrscheinlichkeit,    dafs    am    Ende     des 
xten    Jahrs    A  todt    sey,  die    andern  drey  Personen 

X  XXX 

(A  —  A— )  B  —   C—  D— 

aher  noch  leben,  ist  =  A  t>  r^~T^ — 

A  a  kj  L) 

XXX  XXXI 

B—  C—  D-  A-  B—  C—  D  — 


BCD  ABCD 

die    Wahrscheinlichkeit,    dals    zu  derselben    Zeit  A 

und    B     todt    sind,     B     und     C  aher    leben ,     zrr 

(A  —  A— )  (B  —  B— )   C—  P—       ___ 

"                             ABCD  ~ 


CD  ^       ACD         '  BCD 


X  X  X  X 

,         A—  B—  C—  D—  .      ^.     ^„  , 

~r     ^  -p  ,^  „ ,  so  wie   die    Wahr- 

A  B  C  D 

scheinlichkeit,    dafs  A,    B   und  C  todt  sind,  D  aber 

^  ,  ^    _  (A_A— )  (B-B— )  (C-C— )  D— 
„och  lebe,  _ ^^-g-g ■ 

X  XX  XX 


D  ^         AD  *  B  D 

XX  XXX 

4.        C—  D—  A—   B—  D— 

^  CD  ^  +  ^  A  B~D  "^ 
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A— C— D—        .       B—  C—  D— 


+  ^rr-^ )  - 


A  C  D  '  B  C  D 

X  X  X  X 

A—  B—   C—  D— 


A  B  C  D 

Die  Wabrsclieinlichkelt,  dafs  zu  der  gegebenen 
Zeit    alle    vier    Personer    ausgestorben    sind,    ist   = 

CA  —  A— )    (B  —  B— )  (C  —  C— )  (D  —  D-^ 


ABC 

D 

X 

A— 
=  1         (       A 

X 

V    )+C    " 

X             X 

-B- 

AB          ^ 

X                X 

A        C 

A  C              ^ 

X               X 

A-D- 
AD           ^ 

X             X 

B       C 

X                X 

B-D- 

B  C 

1            B  D     + 

X               X 

C  D        ^ 

XXX 

A-B-C- 
^           ABC               ^ 

XXX 

A       B       D 
A  B  D 

X 

-+  ^" 

X                X 

A  C  D                 ^ 

XXX 

B—  C—  D— 

X 

XXX 

B       C       D 

B  C  D  ^   '  A  B  C  D 

Die     Wahrscheinlichkeit^    dafs    am    Ende    des 
xten    Jalirs    ein    bestimmter    Verein   überhaupt    ge- 

A  B  C  D  —  A^  B—  C—  D— 

trennt  seyr=, AB  CD 
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X  X  X  X 

—  A~"  B—  C—  P— 

•~  ^  ■"  ^a'b^cTd 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  am  Ende  des  xten 
Jahrs  von  einem  bestimmten  V^erem  noch  irgend  ei- 
ne Person  lebe,  ist 

ABCD— (A— A— )  (B— B— )  (C— C— )  (D— D— ) 


X  X 

C—        ,      D— 

+  "c-  +  -IT- 

XX  XX  XX 

A—  B—  A— C—  A—  D— 

~"  ^        ÄTB  '  Ä~C  ^       AD 

XX  XX  XX 

B-C-  _&J-  D2:_         C-D- 

~  BC  ~  BD  ~CD'^ 

XXX  XXX 

A—  B—  C—  A—  B—  D— 

"*~  ^  ABC  '  A  B  D 

XXX  XXX 

,  A—  C—  D—  B—  C—  D— 

"*"  ACD  "^  BC  D  -^ 

X  X  X  X 

A—  B—  C—  D— 


ABCD 

X 

A 
A 

+  - 

',.  + 

ABCD 

§.  202. 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  die  H^ahrschein- 
lichkeit,  dafs  eine  oder  einige  Personen  im  Laufe 
des  xten  Jahrs  versterben,  dafs  ein  gewifser  Verein 
im  Laufe  dieses  Jahrs  aussterbe  oder  überhaupt  ge- 
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trennt  werde,  wenn  man  wieder  die  Anzahl  derer 
Vereine,  bey  welchen  dieser  Fall  Statt  findet,  mit 
der  anfänglichen  Zahl  aller  Vereine  dividirt.  Es 
ist  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein  bestimmter 
Verein  von  vier  Personen  A,  B,  C  und  D  während 
des   xten    Jahrs    getrennt  werde,   ns 

X  —  I  X 1  X 1  X 1  V  X          X         X 

A B C D A-B-C-D- 


ABCD  ABCD 

X — 1  X — r  X — 1  X — 1 

—      A  (A B C D ) 

~  ABCD 

Die    Wahrscheinlichkeit,    dafs    ein    bestimmter 
Verein  während    des    xten    Jahrs    aussterbe,  ist  = 

(A  — A— )(B  — B— )  (C  — C~)CD— D— ) 


ABCD 

X — r  X — I  X — I  X — r 

(A—A )(B— B )(C— C )(D— D ) 

X 1  X 1  X 1 

X 1  X 1  X  —  I  X 1  X 1 

D—  A B- —  A- C 

"D  ^         Ä~B  ^  A~C  "^ 

X — 1  X — I  X — I         X— r 

A D  --  B C 

TD  '  BC  "*" 

X 1  X 1  X — 1  X — 1 

B D--I_    ,        C D 

BD  CD  ■*  "^ 
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X — I  X— I        X — r  X — I        X — I         X— r 

A B C ,      A B D 


ABC  '  A  B  D 

X 1  X 1  X 1  X 1  X 1  X— I 

A—  C—  D—        B^^C--  D^ 
~  ACD  ~  BCD  ' 

X 1  X 1  X 1  X 1  X 

A B C D _        A— 


A    B    C    D 

XXX 

^            B          ^  C         ^       D       '^  ~ 

x'          X  XX                                     X            X 

A— B—  A—  C—               A—  P-" 

^           Ä~B             '  A  C             ^         AD 

XX  XX 

E-C-  B-D- 

^             B   C  ^           BD            ^ 

XX  XXX 

C—   D—  A—  B—  C— 

CD         ^      ^  A    B     C~         "^ 

XXX  3                 X                   X 

A—  B—  D—  A—    C—   D— 

A  B  D  "^  '            ACD                "^ 

XXX  X            X           X               X 

B— C— D —      ,  A— B— C — D — 

BCD      ^+  AB    C-D— '  "''"   '""'^ 

X— 1  X  — I                                                X 1 

—        AA AB —                 AC 

~"             A  "^           B           "^            C 


X 1  X 1         X — 1 

"T"  ^D  ^  AB  ^ 
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X— 1  X 1  X— 1  X 1 

A  CA C )  A  (A D ) 

"r 7—7=5 i* 


A   C  '  AD 

X 1  X 1  X 1        X 1 

A(B—    C— )  A(B D— ) 

"t"  '  ■ -3 T^ —      T* 


B     C                '  BD 

X 1        X— 1  X 1        X 1  X 1 

ACC—  D—  )  A  (A—  B—  C— ) 

•j-rl- 


C     D  '  '  '  ABC 

X 1  X 1  X 1  X 1        X— 1        X"^l 

A  (A B—  D — )        A  CA —  C D ) 

"^  ABD  "^  ACD 

X— 1  X 1        X 1 

ACB-C— D— ) 
~  BCD  ■' 

X 1         X 1  X— 1  X 1 

A(A —  B —  C —  D — ) 


A     B     C    D 


\yV\^\A/VV/W\/A  AA,WA  V  V  VAAA»'^ 


Zweites     Kapitel. 

Vom 

Zusammenleben    unter    mehreren 

Personen. 


§.  203.  i 

Einige  Verbindungen  delselben  Grades  und  un-         ; 
ter  Personen  des  nändiclien  Alters  dauern  der  Erfah- 
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rung  zufolge  längere,  andere  kürzere  Zeit.  Wird 
die  Summe  der  Dauer  aller  Verbindungen,  so  wie 
diese  Dauer  sich  aus  den  Sterblichkeitstafeln  ergiebt, 
zusammengenommen  und  mit  der  Anzahl  der  Ver- 
eine dividirt,  so  erhält  man  die  mittlere  Verhin- 
dungsdauer,  oder  auch  im  Allgemeinen  die  Verbin- 
dungsdauer. 


§.  203.    b. 

Wenn  nun  zuerst  m  Personen  von  gleichem 
Alter  ß,  wozu  die  Altersergänzung  «  gehört,  ver- 
bunden sind  und  x  die  verflolsene  Zeit  bezeichnet, 
so  ist  nach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Ab' 
Sterbens    der    Einzelnen    die  mittlere  Verbindungs- 

/(«  — x)m  dx 
dauer  = .      Mtin  ist 

/  C«  —  x)ni  d  X  («  —  x)m  f  t 

fcna  (m  f  l)    «n^ 

C,  und  da  das   Integral    für  x  =    0  verschwindet, 

ßin  \  I 

so  ist  die  Constaute  =  -; .    Folglich 

(mt  O  «™ 

ist    der    vollständige    Wertli    des     Integrals    = 

«m  f  1  —  (ß,  —  x)in  t  I  .  ^    .. 

; ,  wo  man  x  bis  zur  Granze  von 

(m  t  I)  «m 

u  annehmen   kann.      Setzt  man  aber  x  :=  «,    so  er- 
hält   man  die  ganze    mittlere   Verijindungsdauer  -mS 
«m  1 1 


(m  t  I)   «m 

II.  B 
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Es  wird  also  die  mittlere  Lebensdauer  für  eine 

a 

einzelne  Person  vom    Alter  a ,    =.  ,  die  mittle- 

2 

re  Verbindungsdauer  für  zwey  Personen  dieses  Al- 


« 


lers     =:    - — ,  für  drey  Personen  z=.  — -   etc.  (Ver- 
3  4 

gleiche  §.  §.   61   und  127). 

Anm.        Wollte    man    m    ZZ     00     annehmen,    so  -würde 

(i 

o,   d.   lu   die  Verbindungdauer    wäre  kürzer  als  je- 


in  -f-  I 

der  angebliche  ZeiLtheil, 


§.  204. 


Nach  der  nämlichen  Hypothese,  aber  nur  auf  ganze 

Jahre  gerechnet,  wäre  für  m  Personen  vom  Altera  die 

f  (.(^  —  n)m 
mittlere  Verbindunesdauer  rr: > 

wo   für  n   die  natürlichen  Zahlen  von  I   bis  «  —   x 
gesetzt  werden  müfsen.     J3a  man  hier  auch   jm    als 
das  erste  und  («  —  l)m   als  das  letzte  Glied  ansehen 
kann,    so    liat    man    nach    ^.    42    Anm.    2 
f(a  —  n)ni  I  a«i  t  I 


am  am  m   "f   i 

m 

^—  /(«  _  1)01  —  1  — 


2 

m  .  m  —  I 


/(«  —  i)m  — 2  — 


2  .  3 
m  .  m  —  I .  m  —  2 

— /Ca— 1)1»  — 3    —   ..    — 


2.3.4 
/(«     _     i)o    _    ^_). 


»«  t  I  m  t  I 
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Hiernach  erhält  man  also,  wenn  x  =   «j   und 

.    ,  /(«  —  x)m   dx 

n   =  üc    —    I    gesetzt   wird, 

/(«  —  n)m 


(m  f  i)  «m  3  «m 


m.m  —   I  /(«  —  i)m— 2 


Dies   wäre    also    ein   allgemeiner 
m  f  i       «m  " 

Ausdruck  für  die  Correction  der  Verbindungsdauer, 
wenn  man  sie  nach  der  Hypothese  nur  auf  gauza 
Jahre  berechnet  hätte. 

Danach  wird  für  ra  =  I,  oder  für  ein  einzi- 
ges Leben,  die  Correction  =:  f ,  für  m  =  2?  oder 
die  Verbindung  von  zwey  Personen,   ist  sie  =:  f  — 

— — ,  für  m  =:  3  Avird  sie  tr:  f ,    für  m  = 

4  ist  sie    =    ?  ' —    ■ 4-  — ; —  etc. 

3«  30  .  «' 

Anm.   Man  sieht  hieraus,  dafs  wenn  gleich  die  Correction 

für  die   Dauer  eines  einzigen  Lebens  vollkommen,     und   für  die 

Verbindung  zweier  Leben  beinahe  iz:  f  ist,  sie  doch  bey  den 

Verbindung s dauern  der  höhern  Grade  kleiner  ausfalle,  und  dafs 

dieser  Unterschied  nicht  unbeachtet  bleiben  dürfe.      Es  ergiebt 

B   3 
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sich  dies    auch  sclion  aus    einer  allgemeinen    Beti'athtnng,      Die 
vollständige    Verbindungsdauer    für     m  Personen   \om  Alter  a 

ist  nämlich    ~  ; —  .       Würde   nun  m  —  2  «  oder  gar  gro- 

lU  J  I 

« 

fser,    so  wäre   —  <^  i,  und    -wenn    man    die    Correction 

111  -}-   I 

ohne  Unlerscliicd   zu   J  annehmen  wollte,    sov.ilrdesie  in   dem 

angegebenen   Falle   mehr    betragen    als  die     wirkliche     mittlere 

Verbindungsdauer. 

Aniti,   2,   Uebrigens  ist  für   diese   Correction,  wenn   sie,  wie 

ziile.tzt    im     §.     geschehen,  aul    Potenzen   von   ((   reducirt  wird^ 

kein   allgemeines   Gesetz   anzugeben.       Der   Grund   hiervon   ist, 

weil    auch  für  /n      ,  wenn  der  entwickelte  Ausdruck  auf  Po- 
tenzen von  n  reducirt  wird,   kein  allgemeines  Gesetz  aufziifin- 

11*  11  ^^*      + 

den  ist,  indem  z.  B«  /n^  — + ,    f  n'^    rrr    T 

2  2  3 


11-  11  11 


4 


■J-  j      dngegcn  f  u^     -^zz     f    f 
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§.  205- 

Nach  der  iiäniliclien  Hypothese  des  gleichma- 
Isigen  Absterbens,  aber  für  in  Personen  von  verschie- 
denem Alter  a,  b,  c  bis  k,  wozu  die  Altersergän- 
zungen ci,  ßy  y  .  .  y.  gehören  sollen,  wäre  die  mitt- 
lere   Verbindungsdauer    = 

/(«   -  X)     (/?   —   X)     iy  —  X)    .  .    (x  —  X)  d  X 

a    ß    y     .  .     K 

Das  Product    der  endlichen    I'actoren  im   Zähler  ist 

=z   Qa  ßy..y.)    —    P  x  -j-  Q  x=    —    R  x^    -f-    .  .  + 

Txni— t  -[-  xni,   WO  der  Coefficient  P  gleich  ist  der 
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Svimme  aller  Verbindungen  nach  m  —  I  nnter  den 
Zahlen  «,  /?;  y  . .  k,  Q  gleich  der  Summe  der  Ver- 
bindungen nach  ni  —  2  unter  denselben  Zahlen, 
R  z=.  der  Summe  der  Verbindvmgen  nach  m  —  3 
unter  diesen  Zahlen  etc.,  und  T  =:  der  Summe  al- 
ler einzelnen  Zahlen  ist.  Das  letzte  Glied,  welches 
den  Coeflicienten  I.  hat,  wird  bejahet,  wenn  m  gerade, 
vnid   verneint,    wenn    m  ungerade  ist.      Man  erhält 

I 

also  die  Verbindungsdauer  =: X 

u  ß  y  . .  X 

(a  ß  y  ..  x/dx  —  P/xdx  -{-  Q/x=dx  — 
R/x'dx  +  ..  +/x.ndx)    =     -^ X 


X 


j 


(«  /?  y   .  .   X  X    —   P ■     4-    Q R  

2  3  4 

xm  t  ^  .  „,, 

+  . .  + -).     Da  iedes   Glied   für  sich  = 
^       m   -i-    I  ■  ^ 

0  wird,  wenn  man    x  =:  0  setzt,    so    kömmt  keine 

Constante    hinzu.       Setzt    man    also    x  =  x,    d.  h. 

gleich  der    kleinsten  Altersergänzung,    so  erhält  man 

die  ganze  mittlere  Verbindungsdauer. 

Es  sey  z.  B.  m  =zr  3  und  die  Altersergäii Zun- 
gen der  drey  Personen  «,  ß,  y,  avo  y  die  kleinste 
Zahl  seyn  mag,    so    wird  die  nuttlere  Verbiudnngs- 

I  y^ 

dauer  r— C«  /5  /-  —  («  /?  -f-  «  /  -f-  ß  y) 

u  ß  y  3 

7*  y*»  I 

+  («  +  ß  +  y)-— i-~'^=y  -  ^ — 

3  4  « 

*  ß       ^       y  i       ^    ^    aß        '        «;' 
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ßy        i  aßy      4  %  a       '     ß       6 

I  V» 

+ 


a  ß         12 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  die  mittlere  Ver- 
bindungsdauer für  vier  Personen,  deren  ältsten  die  Al- 

d         ,  I       ,        * 

ergänzung    S   zugehört ,     rr   —  (  —  -f- 

I         ^-.,1.1.1         ^' 
^       y  ^   2,i   ^   ^c.ß     ^     ay     ^     ßy'   3-4 

I       _d*_ 
a.ßy     4-S* 

Für  fünf  Leben,  wovon  e  das    ältste    ist,    wird 

die  Verbinduriosdauer  = ■  —  ( -j -| 

^  1.2  «       '       y?       '      y 

0  2.3  aß  uy  ad  ß  y 

1  I  f'  II 

"*"    "^      *"     7^     3^4^    '^^  aßy      '       « /i  ^     "^ 


I      .      f 


s 


. 1 )    .     r _  , 

ay  ö      '      ß  yd       4.5      •     a  ßyd       5,6 

Anm.   Wäre  jede  Altersergänzung  ZU  «,    so  liätte  man  aus  j 

ditfsen  Formeln  wieder  die  mittlere  Verbindungsdauer  für  drey  [, 

«                  ,                   a                          .  ' 

Leben     — '—  ,    für    yicr   Lebea  -         und    für   lunf  ! 

4                                            5  j 

Leuen    • ,  k 

6  \ 

II 

Wollte    mau    nocli    nach  der   Hypothese,  aber  ;| 

nur  auf  volle  Jahre,    rechnen,    so  hätte  man  für  n\  ' 
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Personen,  deren  Altersergänzungen  «j  /?,  y  . .  k  sind, 
die  mittlere  Vei'bindungsdauer    = 
I 


/(«  -  n)  (ß  -  n)   (y  _  n)   .  .   (x  -  n), 
apy  .  .  5t 

wo  für   n  die  natürlichen  Zahlen    in  ihrer  Ordnung 

Ton  I  bis  X  —   1,  wenn  x  die  kleinste  Altei-sergän- 

zung  ist,  (oder    auch    bis    j{,   da    sodann  der  Factor 

X  —  X  '■  0  wird)  gesetzt  werden    müfsen.     Nun 

ist  das  allgeinieine  Glied  der  zu  bestimmenden  Reihe 

= («  ^  /  . .  X  n*»  —  P  n'   4-  Q  u«  — 

a  ß  y  • .  x 

R  n'  4~  •  •  "i"  ^^'")>  '^^    P'  Q>    ^  ^*^*    ^^^  "^  ^"'^" 
hergehenden     §.     angegebenen     Coefficienten     sind. 

Folglich    wird    das    summatorlsche    Glied    = 


o 

I 


(ußy  ..   Jt/n«     —    P/n'    +    Qfn-  — 
aßy  "  y-       

Ryn»  +..-{-  /»>"  )?  wnd  wenn  man  in  diesem 
summatorischen  Gliede  n  =  jc  —  I  setzt,  so  erhält 
man    die    mittlere  Verbindungsdauer    = 

— — ^ IcKßy  .,  icfiü  —  i)o  _  P/(k  _   D' 

(xpy  .  .   X 

+  QfC'^  -  i)=  -  R/C^  -  O'  +..+ 

/Cx-   I>]. 

Es  sey  z.  B.  wieder  m  rE=  3?  so  erhält  mau 
für  die  Altersergänzungen  a,  ß  und  y,  wenn  y  die 
kleinste  derselben  ist,  die  mittlere  Verbindxmgsdauer 

=  -~    [  («/??')  Cy  -  I)  -  («/?  +  «y  + 

^^)     (Z^ ^)4,(«4,   ^i-J-   y)(—   -^    — 
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'6434 


s 


[f  aßy^    -   l  aßy    -    f  («    +   /5)  /'    + 


ß  G  uß      12  «  /5 

I  y 


cc  .3      12 

Durch  Subtraction  des  im  gegenwärtigen  §.  an- 
gegebenen allgemeinen  Ausdrucks  von  dem  im  vo- 
rigen §.  bestimmten  vollständigen  "Werthe  der  Ver- 
bindungsdauer erhielte  man  die  Correction  für  die- 
selbe,  falls  sie   nur  auf  ganze  Jahre  berechnet  wäre, 

=  nyrr.  C"  ß  r  ■■'(■-'-■-■  +  n  - 

PC— --  +  —)  +  Q  (^-^  + 

3  2  3*3  3 

. -)    -    R   C— h ) 

36  4  4  3  4    — 

'  a  ß  y   .  .   •/.  2  3 

Für  drey  Personen  von  den  Altersergänzungen 
«,  ß    und  p/  wird  also,  wenn  y  darunter  die  kleinste 

Zahl    ist,    die  Correction    =    C«;^/  —  (j^ß 

aßy 

+  -r  +  ßy)^-    +  C«  +  (5  -f  ;.)    (^L  _   _|-)^ 
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y*  y^  I  1  I         y 

§'  207. 

Wird  die  Verbindungsdauer  im  Allgemeinen, 
oJine  Rücksicht  auf  eine  bestimmte  Sterheiisordnnngf 
gesucht,  sind  die  Personen  vom  Alter  a,  b,  c  bis  k, 
wo  k  das  ältste  Leben  seyn  mag,  und  bezeichnen 
A,  B,  C  bis  K  die  dazu  gehörigen  Zahlen  der  Le- 
benden, so  ist,  auf  ganze  Jahre  gerechnet,  die  mitt- 
lere Verbindungsdauer  =  irFTF^ — 77CAiB-SC^..K^ 
°  ABC..K 

-j-  Ai  B^  Ci . .  K=  -|-  . .  +  A— B— C—  . .  K— ),  wo.  z 

die  Altersergänzung  der  ältsten  Person  ist,  oder  auch 
^      ,                                   /•(A'-EB'iC'i  ..  K'i) 
ECabc  ..   k)    =    -  ABC-7K —• 

Ai  Bi  Ci  . .  Ki 
Ferner  ist  ^^^-___   + 

A*  B-2  C^  . .  K^-  A— B— C— ..K— 


T"  •  •  "r 


ABC  ..  K  '  '        ABC  ..  K 

CA   —   A  A)  Bi  C*  . .  K? 


+ 


ABC  ..K 

(A    —    AA    —    A  A-)   B^  Ci  .  .  K= 

AB  C  ..  K 

(A  — AA  — AA^  — A  AI)  Bi  Ci  .  .  Ki  -j-^^.    _ 
ABC  ..  K  '~    """ 

A     B^C^  . .  K^+B^C^  . .  K^-|-B2C-i  . .  K^  -f . . 
A    ^  BCT7k  ^   ~" 

^  B  C  ..  K       '^  ^  ~" 
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A     ^  B  C  ..  K  ^  "" 

A  A^  Ei  Gl  ..  Kl   4-  .  .  __ 


A        "  BG  ..  K 

/(B'i  C'i  ..  K'i)  A  A  /(B'SG'i  ..  K'i) 


BC..K  A  BG..K 

A  Ai       /(B'2  C'-i  . .  K'5) 


A  BC  ..  K 

A  As     /(B'i  C'A  . .  K'i) 
~Ä  B  C  ..  K 


Nviu    ist 


BCT7  R =  E  (b  c  . .  k),  d.  1.  gleich 

der  Verbindungsdauer  für  die  um  einen    Grad    nie- 
drigere Verbindung  iinter  den  Personen  B,  G  . .  bis 

.      ,  .  ,         .             f  (B'-  C'-    . .     K'-) 
K  ;    imgleichen    ist    — ^^ —- — — — 

-t>     Vj    .  •     IT. 

Bi  C^  . .  Ki  /CB'^   C'^  . .    K'5) 


B  C  . .  K  Bi  Ci  . .  Ki 

Bi  G^  .  .  K^ 


_____E(b+i)  Cc  +  I)  ..(k  +  l); 

.      /(B'-i  G'i  ..  K'i 

ebenfalls  wird —-^ — = 

B  Li  . .  rt 

B?  G^  . .  Ki        /(B'i  G'-i  . .  K'i) 


B  G  . .   K  B^  G5  . .  K^ 

B=  G^  . .  K« 


BG  ..  K 


E  (b   +   2)   (c    +  2)  . .  (k  4-  2) 


etc.       Also  hat  man  E  a  b  c   .  .  k  zrr  E  b  c  . .   k  — 

A  A      ^  r r-  A  AI  BIG*..  KI 

___Ebo..k--^^.        BC..K-     >^ 
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AA5.B2C^..Ks 


K 


E(b  +  0(0+  I)  ..  (k-f  I) X''YC 


X  E  (b  +  2)  (c  +  2)  . .  (k  +  2)  -  .  . 

Hiernach  findet  man  also  die  mittlere  Verbin- 
dungsdauer eines  jeden  Grades  aus  der  mittleren 
Dau«r  der  um  einen  Grad  niedrigeren  Verbindung ; 
indefsen  hat  der  Ausdruck  für  E  (a  b  c  . .  k)  eben 
so  viele  Glieder  als  x,  oder  die  Altersergänzung  der 
ältsten  Person,  Einheiten    enthält. 

Uebrigens  könnte  man  hier  eben  so,  wie  frü» 
her  bey  der  mittleren  Lebensdauer  und  der  Ver«. 
bindungsdauer  unter  zwey  Personen  gezeigt  worden, 
anstatt  der  Decremente  die  Differenzen  derselben 
gebrauchen ;  indefsen  müfste  man  dann  zugleich,  an- 
statt der  Summen  der  bestehenden  Vereine  vom 
Grade  m  —  l,  die  zweiten  Summen  dieser  Zahlen 
berechnen. 

§.  208- 

Welter    hat    man,   wenn  wieder  E  (abc  .  .  k) 

Ai  Bi  Ci  .  .  Ki 

gesucht  wird,   


ABC  ..  K 
A  B  —  A  CA  B)  C^  ..  K^ 


,     ebenfalls     | 


AB  C  ..  K 

A2B-C^..K?   ___AB— A(AB)-A(AsBi)     C^  . .  K^- 
ABC..K     "-"  A~B  '     CK' 

AI  B^  C^  .  .  Kl 

^"^^ äbTTTTk = 

AB  — A(AB)  —  ACAißi)  —  ACA^B^)      Gl  . .  Ki 
A  B  C  .  .  K 
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etc.     Also  ist  E  (abc  . .   k)  oder 


ABC  .  .  K 


As  Bä  C-  . .  K^  A^  B-i  Gl  . .  Ki 

+  ABC  .  .  K  '  A  B  C  .  .~K 

^  •  •  ~  Aß  ^  C  .  .  K  ' 

ACAB)    C^  . .  K^  +  C-  ..  Kl  -{-  C^  . .  Ki  -|-  . . 
AB      ^  CTTk  ^  ■" 

A  (AI  ßi)         C^  . .  K^  +  Ci   . .   K^  -f  . . 

A  B      ^  "cTTTk  ^  "" 

A(A^-B^)  ^     Ci  ..  Ki  +.. 

( ;=; )  —  ...        JJa  nun 

AB  C  ..  K  ^ 

C^  . .  K^  +  C*  . .  K?  +  C^  .  .  Kl  + . . 

wieder 


C  ..  K 
C^  . .  Kj.  +  Ci  . .  Ki-I-.. 
C7.K 
Ci  . .    Ki        C=  .  .  K=  +  Ci   . .  Kl  +  . . 


nr  E  c  .  .  k,    auch 


C  . .  K  Ci   .  .  K^ 

Ci  . .  K^ 


E  (c    -f    1)  •  •    (1^    +    I)  j    w'^^l 


C  ..  K 

Ci  . .  Kl  -j-  Cf  . .   K^  +  .  . 

~  cTk 

C^  . .  K-  C»  . .  Kl  -j-  Ca  . .  K^  +  . 

~C  ..  K        '  CFTT^K- 

C^  .  .  K5. 


==    — cT^K E  (c  +  2)    . .  (k   +  2)  etc., 


hat    man    auch    E  a  b  c    . .    k    =1    E   c    .  .    k     — 

A(AB) ACA^BS)      C^  . .  K^  ^ 

AB        ^  ^  •  •  ^ Tb  C  . .  K  ^ 
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E(c  +  I)  ..  (k  +  i; AB— cTTkX 


E  (c  -|-  2)  .  •  (k  -|~  2)  fitc.j  wo  also  die  Verbin- 
dvmgsdauer  für  ni  Personen  dvirch  die  Decremente 
der  Verbindungen  aus  zwey  Personen  und  die  Ver- 
bindungsdauern für  ni  —  2  Personen  ausgedruckt 
ist,  jedoch  wieder  so  viel  Glieder  zu  berechnen  sind 
als    die  Alterser^änzuns    der  ältsten  Person    Einhei- 

ZJ  Zj 

ten  enthält. 

Anm»  Auch  hier  könnte  man  übrigens  wieder  anstatt  der 
Decremente  der  Verbindungen  unter  zwey  Personen  die  Diffe- 
renzen dieser  Dtcrcmente  gebrauchen;  indefsen  miifate  man 
dann  zugleich  die  zweiten  Summen  der  bestehenden  Vereine 
aus  den  übrigen  ra  —  2  Personen  berechnen. 

Ueberliaupt  ergiebt  es  sich,  dafs  man  im  Allgemeinen  die 
Verbindungsdauer  unter  m  Personen  durch  die  Verbiudungsdau- 
ern  unter  m  —  n  Personen  iindeu  könne,  dafs  man  jedoch  da- 
bey  der  Decremente  der  Verbindungen  unter  n  Personen  oder 
ihrer  Differenzen,  oder  auch  der  Theile  ,  woraus  diese  Grö- 
fsen  bestehen,    als    Factoren    bedürfe, 

§■  209- 

Hätte  man  die  mittlere  Verbin  dun gsdauer  für 
die  Personen  ABC  .  .  K,  auf  ganze  Jahre  berech- 
net, gefunden  und  suchte  man  die  Correction,  um 
die  vollständige  Verbindungsdauer  zu  erhalten,  so 
könnte  man    dazu  auf  folgendem  Wege  kommen. 

Wenn  man  zuerst  A  (A  B  C  . .  K),  oder  das 
Decrement,  das  zu  A  B  C  .  .  K  gehört,  bestimmt,  so 
ist  solches  ==  A  B  C  . .  K  —  A^  ßi  C^  . .  K^.  Nun 
ist  Ai  ßi  C^   . .  Ki    == 
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(A  -  A  A)  (B 
=  ABCD  . 
ABD  ..  KaCI 


-  A  B)  (C  —  A  C)  . .  (K  —  A  K; 
K  — 


KAB 
KAA 


+ 


AD  ..  K  AB. 

AC  ' 

BD  ..  K  aA 

AG 

CD  ..  K  AA 

AB 

l             +.. 

. 

.  AB  .  AC    .. 

AK. 

ACD  . 
BCD  . 

+ 
—  ..  +  ..  -f  AA 
Das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  ist  ein  Product  aus 
den  m  Factoren  A,  B,  C  bis  K;  das  zweite  Glied 
ist  die  Summe  aller  Producte  von  ni  —  I  Factoren, 
welche  aus  den  ni  Hauptzablen  ABC  , .  K  genom- 
men werden  können,  und  jedes  Product  ist  multi- 
plicirt  mit  dem  Decrement  derjenigen  Hauptzahl, 
die  im  Producte  niclit  als  Factor  enthalten  ist;  das 
dritte  Glied  ist  die  Summe  alier  Producte  A^on 
m  —  2  Factoren,  die  aus  den  gegebenen  m  Haupt- 
zahlen ffenommeu  werden  können ,  wovon  jedes 
Product  noch  mit  dem  Producte  derjenigen  zwey 
Decremente  multiplicirt  ist,  deren  zugehörige  Haupt- 
zahlen in  dem  erstem  Producfe  nicht  vorkomm.en; 
eben  so  ist  jedes  nte  Glied  die  Summe  aller  Produc- 
te von  je  m  —  n  ~\-  1  Factoren,  die  aus  den  m 
Hauptzahlen  genommen  werden  können,  und  jedes 
Product  ist  noch  multiplicirt  mit  dem  Producte  aus 
denen  n  —  I  Decrementen ,  deren  zugehörige 
Hauptzablen  in  dem  erstem  Producte  nicht  enthal- 
ten sind;  das  letzte  Glied  endlich  ist  lediglich  ein 
Prodvict  der  Decremente  sämmtlicher  m  Hauptzahlen. 
Bezeichnet  man  diese  Glieder  vom  zweiten  an  der 
Reihe    nach    mit    ^,    Q.?    9tj  0>   etc.,    so    ist    also 
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Ai  B»-  Ci  . .  Ki  =  A  B  C  . .  K  —  <P  4-  a  •-  91 

-f    ®    —    ..    -|-    AA    AB    AC..    AK,     und 

A  (A  B  C  . .  KJ  z=:  A  B  C  .  .  K  —  Ai  BS  Ci  . .  K£ 

=  i>— 0.4-91  —  ®+  ..  +A  AAB  AG..  AK. 
Nun    ist    ferner    die  Anzahl    der   Vereine  nach 
m,  welche  im  ersten  Jahre   nach    Verlauf   der    Zeit 
X    existiren ,   z=. 

(A— xAA)  (B-.XAB)  (C— xAC)  ..  (K-xAK), 
und  die  Zeit,  welche  diese  Vereine  während  eines 
Augenblicks    durchleben  ,    :=: 

(A-xAA)  (ß— xAB)  (C— xAC)  ..  (K-xAK)  dx 
r=    ABC   ..    K  dx   —    ^p  xdx  -f   O,  x*dx^  — 

3lx'dx-}-..^AAABAC..    AKxm    dx; 
folglich  ist   die  Svimme  der  Dauer  dieser  Verbindun- 
gen während  des  ersten    Jahrs    == 
A  BC   ..  K  /dx    —    sp  /xdx   4-    a/x*  dx    — 

Sn/x^  d  X  4-  . .  +  A  A  A  B  A  C  . .  A  K/xm  d  X. 
W^enn  man  nun  mtegrn^t  und  demnächst  x  z=  I 
setzt,  so  erhält  man  die  Dauer  aller  Verbindungen 
während   des  ganzen   ersten    Jahrs  zz: 

A  B  c  . .  K  —  f  ^]>  4-  f  a  —  ^  91  4-  f  e  —  . . 

+     — 7—  AA    ABAC    ..    AK.       Folglich    ist 
'       m4- 1 

das  für  das  erste  Jahr  zu  der  Dauer  aller  Verbin- 
dungen hinzuzusetzende  Stück  =: 

ABC  ..K  —  f^4-fa,  —  ^91+fe  — ..  — 

A'-  ßi  Ci  . .  Ki  =  A  (A  B  G  . .  K)  —  f  (^p  —  a. 

4-  91  -  e  4-  . . )  — ^a4-— 9t-^— -  e  4-.. 
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=  I A  (ABC  . .  K) ^  a  -i —     9t   — 

3 

(S  -f-. .  Bezeichnen  lerner  ^*,  Q,',  Si%  (©', 


2.  5 

etc.  für  das  zweite  Jahr,  imgleichen  *p=,  O,"?  3i^5  ®* 
etc.  für  das  dritte  Jahr  etc.  etc.  das  Nämliche, 
was  ^,  Cl,  9t,  ®j  etc.  für  das  erste  Jahr  ausdrucken, 
so  erhält  man  das  hinzusetzende  Stück  für  das  zwei- 
te   Jahr   =  f  A  (AS  BS  C3^  . .  K^) ^  a*  + 

-  3  .  . 

^t    _    ^»  -}~  ••?  so  wie  für  das  drit- 


2.4  4.5 

te  Jahr  =  f  A  (A^    B^    C^  . .  K-) ^  0.==  + 

2.3 

— -^ —    in^    —    — ^ —   <S=   +  .  .    etc.  etc. 
2.4  2.5 

Für    alle    Jahre    zusammen    giebt   dies 

f  ^  (AB  C   . .    K)    -f  f  A  (AS  BS  Ci  .  .  RS)    + 

2  A  (A^  B^  C5  .  .  K^)  -f.  . . -" —  (a  +   a^ 

+    OJ    +  .  .  )  H ^-  (9t4-9r  +  3t=   +  .  .)  — 

2 .  4 

^     (® -l- e«  4- e^ +  ..)+..==§ ABG.. K 


3 . 5 


—    -^—foß  H ^  /9v^ ^-/'S--!-.., 

2.3  2.4  2. 5 

wo  /0,^,  ./Si°'  /*^°  ^t*^'  ^^'i^  Summen  von  Cl  -f- 
a'  +  a=  +  . .,  von  91  4-  91^  +  9v^  +  . .  etc. 
bezeichnen,  welche  Summen  so  viele  Tlieile  enthal- 
ten als  y.,  oder  die  Altersergänzuug  der  ältsten  Per- 
son, Einheiten  hat. 
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Hiernach    findet    man    also  die  Correclion   der 
mittleren    Verbindungsdauer    z—z 

AEC\.K     (iAEC..K-.^/a^    + 


2.4-  2.5 

roß  ,  2/m^ 


3.3ABC..K     '        3.4     ABC*.K 


+  - 


3.5  ABC  ..  K 

"Wendet  man  dies  auf  ein  einziges  Leben  an^ 
so  wird  die  Correction  zzr  |,  da  hier  /Oß,  /9v- 
etc.  =:z    0  sind.       Für  zwey  Leben  wäre  die  Cor- 

rection    =    f    —     -— — — (indem/St^ 

/CA  Aii  A  BS) 

etc.  r=  0  ist)  =  ?  — ; — T— ^ ,   wie  oben 

6   A  x> 

§•  126«  Für  drey  Leben  erhielte  man  die  Correction  m: 

^      ./CASAEgAC^)t/(E^AAgAC^)t/(CgAAgAES) 

*  6  ABC 

,          /(AAS  AE^  AC^) 
+ ^-^-^ ..     etc.  etc. 

Uebrigens  sieht  man  leicht,  dafs  man  oben,  anstatt 
(A  — xAA)  (E  — xaE)  (C  — xaC)..(K  — xAK) 
auch  setzen  könnte  [A-  +  (l  —  x)  A  A]  [E-  -j- 
(I-x)  AE]  [Ci  4-  (l-x)  aC]  . .  [Ki  +  (1-x)  AK], 
und  dafs  man  hienach  A  (ABC  ..  Kj  nr  '^P  -{- 
*0.  +  '9v+  ^<S  -}-..  erhielte,  wo  ^<P,  'O.,  -9t 
etc.  eben  solche  Sunmien  von  Producten  als  vorher 
^j  0.f  31  etc.  sind,  nur  mit  dem  Unterschiede,  daU 
II.  C 
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in  '*p,  '0.J  -St  etc.  zwar  aiicti  die  Decremente  des 
ersten  Jalirs,  aber  die  Haiiptzahlen  des  zweiten 
Jahrs,  nämlich  A-,  B-  etc.  gesetzt  werden  niüfseu. 
Hiernach    würde    man    die  Correction  für  die  Ver- 

bindunosdauer     =::        .  ,^  ^^ zr—  C — '- —     + 

3  4  5 

ABC  ..  K  '^     2  .  3  2.4       ~         ^ 

erhalten,  wo  alle  Glieder  nach  f  verneint  smd. 
Dabey  mufs  man  jedoch  nicht  aulser  Acht  lafsen, 
dafs  wenn  z.  B.   z  die  kleinste  Aitersergänzung    ist 

z 

imd  zu  K  gehört,  alle  Producte,  worin  K  vor- 
kömmt, =  0  werden,  die  übrigen  Producte  aber, 
worin  die  Decremente  von  K  vorkonmien,  erst  dann 

=  0  werden,  wenn  sie  in  A  K  multiplicirt  sind, 
und  dafs  folglich  die  Reihen  der  letzteren  Producte 
ein   Glied  mehr  enthalten  als  die  Pieihen  der  ersteren. 


§.  209-  b- 
Wenn  mau  in  der  Formel  des  vorhergehenden 


^.    durchgängig   A  —    A        anstatt  A  A  , 

n — 1  n  n — i 

B         ■  —    B       anstatt    AB  etc.  setzt,    so    kann 

man  die  vollständige  Verbindungsdauer  noch  auf  ei- 
ne andre  Art  ausdrucken.  Es  wird  nämlich  hier- 
nach   die  vollständioe  Lebensdauer  eines  Einzelnen 
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A ■ 

vom  Alter  a  =  |  ( E  (a  —   1)  -f-  Ea). 

Die  vollständige  Verbindungsdauer  für  zwey  Perso- 

—1         — 1 

A B _ 

nen    A  und  B  ist  f  — E  (a— l)  (b— I)-J- 

A   Jj 

— 1  — I 

A .     B- 


|[-^—  E(a-I)  b  +   _^— Ea(b-  ij)]  -I- 

f  E  a  b.     Noch  wird  die  vollständige  Verbindungs- 
dauer   für    drey    Personen    A ,     B    und    C    = 


A B 


5 ÄB~C -^^^  ~  ^^  ^^~'^^  ^"^  ~^^ 


— I        — 1 
A —  B- 


+  T'ä[ ^-ü E(a    _    I)    (b    -    I)    c  + 

— 1 

A 


A  B 
— 1 


A  C 
B^^    C-— 


E  (a    —    I)    b    (c    —    I)  4- 


B  C 


E  a  (b  -  I)  (c  -  I)  ]  4- 


ä^   [ j_ E(a   -  I)  b  c    4- 


B- 


B 

— I 

c— 


E  a  (b    —    I)  c  + 


E  ab  (c  —   I)]  +  5   Ea  b  c, 


""  c. 


36  Vierter  Abschnitt. 

— 1 

Wenn  mau  überlianpt  nn't    EM  die    Ver- 

bindungsdauer von    ni    Personen    bezeichnet,     deren 
Alter  durchgängig  um   i    Jahr  zurückgereclmct  ist, 


ferner  mit  E  (M  —  I) .  I,  E  (M  —  II) .II 

etc.  die  Dauer  irgend  einer  Verbindung  nach  m, 
wobey  für  m  —  I,  m  —  2  etc.  Personen  das  Alter 
um  ein  Jahr  zurück  gerechnet  wird,  für  die  übrigen 
I,  2  etc.  Personen  a])er  unverändert  l)leibt,  sodann  mit 


M -t      (M  — ^  I) -1 

— M—    EM—,  -M^-|—  E'M-I)-.I, 


(M    —    II) 


]vr--Ti ^  ^^^  -  ^^^ —  •  " 

etc.  andeutet,  dafs  jede  der  gedachten  Verbindungs- 
dauern mit  dem  Producte  der  m,  m  —  i,  m  —  2 
etc.  Zahlen  der  Lebenden  für  das  nämliche  Jahr 
dividirt,  und  mit  dem  Producte  derselben,  jedoch 
um  ein  Jahr  zurückgerechneten,  Zahlen  der  Leben- 
den multipiicn't  werden  soll,  auch  endlich  die  Sum- 
men der  gleichnamigen  solchergestalt  bestimmten  und 
mit  den  angegebenen  Quotienten  der  zugehörigen  Zah- 
len derLebenden  multiplicirten  Verbindungsdauern  mit 


(M  —   I) •  -I 

-f E  (M   -    I) .  T 


M 


(M   —    II) ■  -I 

s wn:ru E  (M  -  II) — .  II 

etc.   bezeichnet,  so   ist  die  vollständige  Verbindungs- 
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I         M ■ 

dauer  für  m  Personen  = [ — ^r;? — -   EM" 

m  f  I  M 


I  (M  —  I) 


+      m    *— M^T ^^™  -  'y—  ••  + 


—  I 


1.2  (M    —   11) 

^ M TT E(]VI— II) .11  + 

m ,  m — I  iVi    —    11  ^  ^  ' 


1.2.3  ^       (M    —    III)- 


m ,  m  —  I  .  m  —  2  M  —  III 


X 


E  (  M  —  III  ) .  III  +  .  .  +  E  M] . 

Sind   die  m  Personen   alle  von   oleiclieni  Alter, 

so  ist  die  Summe  der    Conibinationen    des    zweiten 

m  .  .  ni  .  ni  —    I 

Gliedes   zzz  ,  des    dritten   Gliedes  :=. > 

I  1.2 

m  .  ni  —  I  .  m   —   2 
des   vierten  Gliedes  r=:  — 


1.2.3 

etc. ,    und    der     obige    Ausdruck     wird     dann     zz^ 

I  M — - 

^ir  ^ Tvf E  M  + 

m  f  I  M  ' 


(M  —   I) -I 

M   _    I E  (M   -    I) .  1   -f 


(M  —  II  I -1 

M~=r  II ^  ^^^  "  "^ — •  ^^  +  ••>• 

Aum,  Der  Beweis  dieses  Salzes,  der  auf  der  Lelirc  von 
den  Combiiiaüoneu  Jjenihet,  ist  nicht  schwierig,  aber  weitläu- 
fig. Ich  liabe  geglaubt  il,  u  übergclien  zu  können,  d.i  di«  An- 
wendung der  änfgeslellten  Foimel  auf  die  höhern  Verbindnngs- 
dauern  doch  zu  raiilis.am  wircU 
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§.  210. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  die  Berechnung 
der  Verbindungsdauer  mehrerer  Personen,  wenn 
dabey  auch  nur  ganze  Jahre  in  Betracht  kommen, 
ziemHch  weitläufig.  Es  giebt  indefsen  noch  eine 
leichtere  Methode,  die  Verbindungsdauer  für  drey, 
auch  allenfalls  vier  Personen  näherungsweise  zu  fin- 
den. Man  berechnet  nämlich,  wenn  die  Dauer  der 
Verbindung  für  Personen  vom  Alter  a,  b  und  c  zu 
bestimmen  ist,  wovon  A  die  jüngste  und  C  die  alt- 
ste  seyn  mag,  zuerst  die  Dauer  der  Verbindung 
zwischen  B  und  C,  d.  i.  E  (b  c),  sieht  diese  Ver- 
biudungsdauer  als  die  Lebensdauer  eines  Einzigen 
an  und  sucht  in  der  Mortalitätstafel,  welchem  ein- 
zelnen Alter  diese  Lebensdauer  zugehört.  Reifst 
dieses  Alter  m_,  so  sucht  man  wieder  die  mittlere 
Verbindungsdauer  für  die  zwey  Leben  a  und  m 
oder  E  (a  m),  und  nimmt  dann  diese  als  die  Ver- 
bindungsdauer iür  die  drey  Leben ,  oder  für 
E  (a  b  c),  an. 

Z.  B.  Es  wird  die  Verbindungsdauer  für 
die  drey  Leben  (40  .  50  .  50)  gesucht.  Hier 
hat  man  aus  der  Süfsmilchschen  Tabelle  E  (50  •  50) 
^^^^  IOjQTj  welches  die  mittlere  Lebensdauer  für 
eine  Person  vom  Alter  62)32  ist.  Nun  sucht 
man  ferner  nach  der  Tabelle  E  (  40  •  62>32  )  j 
"wofür  mau  9,17  findet,  welches  dann  als  mittlere 
Verbindungsdauer  der  drey  Personen  gelten     kann. 

Sind  vier  Personen  vom  Alter  a,  b,  c,  d,  nach 
dieser    Ordnung    steigend,    gegeben,   so    sucht    man 
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die  Verbindungsdauer  für  C  und  D  oder  E  (c  d), 
deninächst^,  wenn  dies  die  mittlere  Dauer  eines  ein- 
zigen Lebens  von  Alter  m  ist,  |die  mittlere  Ver- 
bindungsdauer zwischen  b  und  m  oder  E  (b  m), 
und  wenn  diese  Zeit  als  mittlere  Dauer  eines  ein- 
zigen Lebens  wieder  dem  Alter  n  gehört,  die  Dau- 
er der  Verbindung  zwischen  a  und  n  oder  E  (a  n), 
welches  dann  anstatt  E  (a  b  c  d)  angenommen  wird. 
IVlan  könnte  auch  zuerst  die  Verbindungsdauer 
der  jüngeren  Leben  suchen,  und  dann  zu  den  al- 
tern fortgehen  ;  die  W^erthe  stimmen  indefsen  nicht 
durchgängig  mit  den  vorhin  gefundenen  W^ertheii 
übereil!,  und  es  scheint,  dafs  man  im  Ganzen  ge- 
nommen auf  dem  ersten  AVege  dem  wahren  W  er- 
the  am  nächsten  komme.  Wird  für  mehr  als  drey 
Leben  die  Verbindungsdauer  gesucht,  so  kann  man 
für  dieselbe  Gröfse  viele  verschiedene  W^erthe  er- 
halten, von  denen  vielleicht  keiner  mit  dem  wah- 
ren "Werthe  übereinstimmt.  Die  ganze  Methode 
ist  ein  Nothbehelf  und  führt,  wie  schon  gesagt,  nur 
zur  Näherung.  In  wie  weit  sich  die  Gränzen  ih- 
rer Anwendbarkeit  beurtheilen  lafsen,  wird  in  der 
Anmerkung  gezeigt  werden. 

Anm,  Bey  tler  Hypothese  des  gleiclimäfsigcn  AI)Sterbcns 
ist  es  leicht,  die  Gränzen  der  Zmerläfsigkeit  der  im  Texte 
angeführten  Nähcrnngsreclinupg  zu  bestimmen.  Wenn  nämlich 
drej'' Alter  a,  h  und  c,  mit  ihren  AUersergänznngen  «,  ji)  und  y? 
gegeben  sind,  und  daraus  nacli  der  erwähnten  Methode  die 
inittlore  Verbmdungsdancr  gefunden  werden  soll,  so  hat  man 
zuerst  die  iniltlerc  Dauer  der  Verbindung    der  Leben  b  und  e 
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oder  E  (b  c)  ZZ —  —   ($.   i^-y).      Wenn  dies  die  miltlero 

2  Gii 

Lebensdauer  für  das  Alter  in  ist,  und  die  dazu  gehörige  Alters- 
ergänzung   jtt   helfst ,    so  ist  /M  ^^  2  E  (b  c)  ZZ  /    — 

j,=                                                             .                                             __     2 
•^ .     Ferner  ist  auf  eben    die    Weise    E  (a  m)    —      — 

/il  __  Jl  _    y^ 7^         3'/'       _         7* 

6«  3  6/?  6«        6  .  3  .  a/J  6.9.«/?^ 

2  «  /?  6  9  .  «/?  54'«/?=^ 

welches     nach    der    angegebenen    Methode  für    E  (a  b  c)   ange- 
nommen wird.       Der    wahre     Werth    dieser    Verbindungsdauer 

/  I 

nach    derselben    Hypothese    ist    nach  §.    2o5  ZZ ( 

2  a 

,      I         7=         r      7'  . 

*f ^   4" .        Ziehet    man     nun  diesen     letzen 

/i   ^      6      ^    ufi     12 

Werth  von  dem  vorliin  gefundenen   Naherungswerthe  ab,  so  ei"- 

_                    7'  7* 

heilt  man  den    Unterschied  . {\  —  -jj} — 


aß  54    u  ß^ 

.__      y' r^  __     7'      ,i  _  __7_. 

36  (^,/5  54  «/?*  18   «/?  3/? 

lind    lim   so    viel    ist   der  gefundene   Näherungswerlh   zu   grofs. 

Da  dieser  Ausdruck  ZZ  o   wird,   wenn   y   ^^^  O  jJst ,    und    am 

__  81  ß^ 

grÖTsten,  wenn   '/   %  ß  ist,   wo  er  > 

819  2    « 

SO  wird  der  Unterschied  gröiser,  je  mehr  /  sich  dem    Werthe 
yon    ß  nähert. 

Will  man  nach  der  nämlichen  Näherungsmethode  die  mitt- 
lere Verbliulungsdauer  für  vier  Personen  vom  Alter  a,  ]>,  c 
\\nd  d,  und  den  Alterscrgänzungon   tt,   ß,   y    und   äy    suchen,    so 
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findet   mau  sie  rrr: (_ -j- j ) j 

3  a  /?  /  6 

III  5,1 

(  + 4.  _ )    ^i    _    ('_2__  I  .      I 

12/:?  7*9«/?       9«;/'^        -  «/^/  «/^^ 

« /-         54           a  (3- y       «p/          54           21G  aß- y~ 
Der    wahre    Werth    ist    nach    $.  2o5  vorlid-  ( 

I      f^ 

,   und  der  Ueberscliufs  des  Nälierungswcrtlies  übef 


a  ß  y      20 

II  d^  23      ^•* 

öen     letzlern    ist    ( T ) 


/         36  a  540  aß y 


I  I  <^'*      ,    ^   I  I  ^ 

-  c— t-^)  -7— t  c— -t— ) 


y^      54«        ß      r       54  (^ ßr 


ai6  aß-  y^ 

Es  crgiebt  sich  iudefsen  von  seihst,  dafs  man,  wenn  einmal 
jiach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Ahsterhens  gerechnet 
werden  soll,  eben  so  leicht  unmittelbar  nach  der  im  §,  ao5  an- 
gegebenen Forn^el  den  Werth  der  Verblndungsdauer  finden  kana 
als  mittelst  der  Näherungsmethode,  wenn  mau  bey  dieser  letz- 
tern, wie  es  nöthig  ist,  zugleich  die  Correction  berechnen 
•will. 

Dagegen  würde  es  bey  Berechnung  der  Verbindungsdauer 
für  mehrere  Personen  nach  andern  Mortalilätslisten  sehr  zur 
Abkürzung  der  Arbeit  dienen,  wenn  die  Verbindungsdauer  ver- 
mittelst der  angegebenen  Näherungsmethode  zugleich  mit  der 
Correction,  oder  wenigstens  mit  Bestimmung  naher  Gränzen 
des  Werths,  gefunden  werden  könnte,  diese  letzte  Bedingung 
ist  indefsen  nicht    zu     errüllen.       Sucht    man    nämlich  auf  die 
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gedachte  Weise  die  mittlere  Verbindungsdauer  z,  13,  für  3  Per- 
sonen A,  B  und  C,  so  hat  man  E  (bc)  ZU  Ec ü?^    (^A^JC'^ 

•}-  AB^  fC^  t  •  •)  {§•  123).  Wenn  das  einzelne  Alter, 
äem  diese  Zeit  als  mittlere  Lebensdauer  zugehört,  ZZ  m  und 
M  die  Anzahl  der  Lebenden  vom  Alter  ra  ist,  so  erhält  man, 
auf  den  Fall  dafs    die  dritte  Person  A  hinzuköumit,  E  C'"^"^)  ■^— 

■welches  für  E  (abc^  angenommen  wird.  Es  ist  aber  bey  den 
erfahrungsmafsigen  Mortalitätslisten  M  nicht  aus  B,  C  oder 
den  übrigen  gegebenen  Gröfsen  theoretifch  zu  finden  und  da- 
her keine  Correction   für  den  Nälierungswerth  herzuleiten. 

Indelsen  scheinen,  so  viel  sich  aus  den  gefundenen  oin- 
relnen  Werthen  urtheilen  läfst,  die  auf  die  hier  angegebene 
Weise  berechneten  Verbindungsdauern  nach  der  Süfsmilchschen 
Sterblichkeitsliste  weniger  von  dem  wahren  Werthe  abzuweichen, 
als  die  auf  eben  die  Weise  bestimmten  Verbindungsdauern  nach 
der  Hypothese  des  gloichmäfsigen  Absterbens,  wie  sich  aus 
den  hier  folgenden  Beispielen  ergicbt. 
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Verhindimgsdauer    nach    Snfsniilch. 


Altersverbindung, 

Wahrer  Werth. 

NäherungsTFerth, 

E  (25  .  55  .  45) 

11,91 

11,98 

E  (35  .  45  .  45) 

10,85 

10,82 

E  (4o  .  4o  .  5o) 

10,25 

10,26 

E  (4ü   .  5o  .  5o) 

9,11 

9.17 

E  (45  .  45  .  55) 

8,61 

8,G4 

E  (45  .  55  .  55) 

7,65 

7,65 

E  (5o  «  5o  ,  60) 

7,o3 

7,o5 

E  (5o  .  60  .  Go) 

6,17 

G,i8 

E  (55  .  55  .  65) 

5,72 

5,75 

E  (55  ,  65  .  65) 

4,88 

-^,96 

E  (Co  .  Co  ,  70) 

4,58 

4,64 

E  (60  ,  70  ♦   70) 

5,90 

3,99 

E  (65  .  65  .  75) 

5,60 

5,G6 

E  (65  .  75  ,  75) 

3,12 

5,20 

E  (70  .  70  .   80) 

3,89 

2,99 

E  (70  ♦  80  .  80) 

2,52 

2,72 

E  (75  .   75  .  85) 

3,3G 

2,47 

E  (75  .  85  .  85) 

2,o5 

2,l5 

E  (80  .  80  .  90) 

1,89 

1,89 

E  (80  .  90  .  90) 

1,69 

1,67 

Die  wahren  Werlhc  sind  so  angeführt,  wie  sie  nach  Te- 
teus  Angabe  von  Drateln  berechnet  sind,  die  Naherungswerlho 
sind  iiuf  die  im  vorher^;(;henden  §.  angegebene  Weise,  jedoch 
ohne  Correetion,  berechnet.      Mau  sieht  liioraus,  dafs  diese  Nä- 
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herungsw;ei-t1ie  den  wahren  Werlhen  zuweilen  selir  nahe  kommen, 
besonders  bey  den  angeführten  mittlem  Altern.  Wollte  man 
aber  dabey  eine  Correct^on  anbringen,  so  würde  man  in  vielen 
Fällen  sich  mehr  von  dem  wahren  Werthe  entfernen.  So  ist 
z.  B.  der  Naherungswerth  der  Verbindnngsdaner  von  E(-+o.5o,5o) 
: —  9,1 7»  Ei^  Con-ection  nach  der  Hypothese  des  gleichmafsi- 
gen  Absterbens  berechnet  wäre  o,25 ;  zöge  man  nun  diese  ab, 
so  erhielte  man  ^<,94,  welches  von  dem  wahren  Werthe,"  oder 
g,ii,  weiter  entfernt  ist,  als  der  nicht  corrigirte  Ausdruck, 
Dagegen  wird  die  Correction  für  den  Naherungswerth  von 
E  (70  .  80  .  80),  oder  2,72,  gleich  0,07,  durch  deren  Subtrac- 
tion  man  dem  wahren  Werthe  oder  2,62  nicht  viel  näher 
kömmt.  Es  ist  daher  am  rathsamsten  ,  wenn  man  doch  ein- 
mal diese  NäheruugsmetI;ode  bey  den  erfahrungsmiifsigeu 
Slerblichkeitstafeln  anwenden  will,  sie  ohne  weitere  Correction, 
die  oft  eine  Corruption  wird,  zu  gebrauchen.  Wo  aber  nicht 
blofs  einzelne  Wert'ie  gesucht  werden,  sondern  ein  ganzes 
System  zusammenhängender  Verbindungsdauern  berechnet  wer- 
den soll,  da  dürfte  man  wohl  die  mühsamere  Arbeit  der  genau- 
en Berechnung  nach   §.   207   und   208  nicht  scheuen, 

Anm,  2.  Tetens  empfiehlt  in  seiner  Anleitung  etc.  diese 
Näherungsmethode  mehr  als  ich  es  wagen  möchte.  Er  giebt 
auch  eine  Metliode  an,  die  vorhin  gefundene  Correction  der 
nach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Absterbens  gefundenen 
Käherungswerthe  auf  die  Berechnung  nach  andern  Mortaliläts- 
listen  anzuwenden,  welche  Methode  darin  besteht,  dafs  die 
gefundene  Correction  des  hypothetischen  Werthes,  wenn  ni 
das  hypothetische,  und  m  das  erfahrungsmäfsige  Verbinduugs- 
Alter  bedeutet,   [nämlich  das  Alter,     defsen  mittlere  Dauer  ZZ 

m 

E(bc)  ist]  mit  multiplicirt     wird.        Wenn   indefsen   gleich 

Tetens  selbst  sagt,  dafs  die  Abweichung  der  nach  der  Süfs- 
milchscben  Sterblichkeitsliste  berechneten  Näherungswcrthe  von 
den  wahren  Werthen  nicht  so  grofs  gefunden  werde  als  bey 
den '  hypothetischen     Käherungswerthen.    so    scheint   er     doch 
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niclit  bemerkt  zu  li.-.Len,  dafs  diese  Abweichung  zuweilen  so 
unbedeutend  wii-d,  wie  die  angeführten  Beispiele  ergeben. 
Auch  ist  gerade  in  dem  Beispiel,  worin  er  die  Anwendung 
seiner  Correctionsmethode  zeigen  will  {Seite  277  a.  a.  O), 
ein  Irrthum  vorgegangen.  Er  giebt  nämlicli  nach  Sürsmllchs 
Tafel  E  (5o  .  5o)  zu  io,oi,  und  die  dazu  gehörige  Dauer  des 
einzelnen  Lebens  zu  64,68  an,  Ei'stere  ist  aber  ZZI  10,97,  '^"^ 
letzlere  ZU  62,32  [10,01  ist  nach  Siifsmilchs  Tafel  ZU 
E  (So  ,  55)  ],  Hiernach  wird  E  (4o  .  62,52)  nicht  ZU  9,33, 
■wie  Tetens   angiebt,  sondern  ZU  9)i7i     imd    wenn  man  hie  von 

die  a.  a,  O.  berechnete  Correction  mit  o,25  abziehen  wollte, 
so  erhielte  man  8,94.  Der  wahre  Werth  für  E  (4o  .  5o  .  5o) 
istZZg,!!,  und  man  würde  hier  durch  die  Correction  sich   mehr 

von  dem  wahren  Wertlie  entfernen  als   sicli  demselben  nähern. 


Drittes    Kapitel» 

Fort 

der    Wahrscheinlichheit    des    üeherlehens  untef 

mehreren  Personen, 


$.211. 
Wenn  mehr  als  zwey  Personen  in  eine  Ver- 
bindung zusammengetreten  sind,  so  kömmt  nicht 
blofs  das  Ueberleben  der  einzehien  Personen,  son- 
dern auch  das  Ueberleben  der  bestehenden  Ver- 
eine  niederer    Grade    über    die    bereits    aufgelosete 
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Verbindung  eines  höhern  Grades,  oder  die  Fort- 
dauer der  noch  bestehenden  Verbindung  nach  dem 
Tode  der  übrigen  Theihiehmer,  in  Betracht,  Sind 
z.  B.  die  Personen  in  Conternationen  zusammen 
getreten  ,  so  kann  gefragt  werden,  welche  Anzahl 
von  Paaren  nacli  einer  gewifsen  Zeit  aus  den  Con- 
ternationen noch  existirt ,  dann  auch ,  welche  An- 
zahl einzelner  Personen  nach  einer  gewifsen  Zeit 
noch  lebt,  oder  auch  wie  lange  ein  Paar  nach  dem 
Tode  des  verstorbenen  einen  Mitgliedes,  und  wie 
lange  ein  einzelner  Interefsent  nach  dem  Tode 
seiner  beiden  Mitgenolsen  noch  lebt. 

Hiebey  ist  im  Allgemeinen  zu  bemerken,  dafs, 
wenn  anfänglich  eine  Verbindung  von  m  Perso- 
nen  existirt  und  nach  dem  Ueberleben  von  m  —  u 
verbundenen  Interefsenten  gefragt  wird,  dieses  Ue- 
berleben erst  dann  anfängt,  wenn  alle  andre  u  Per- 
sonen, also  wenn  die  letzte  derselben ,  atisgestorbeii 
ist,  und  aufhört,  sobald  noch  eine  der  m  —  u  Perso- 
nen stirbt. 


§.  212. 

Wenn  nun  nach  der  Wahrscheinlichkeit  des 
Ueberlebens  eines  Vereins  von  bestinunten  Personen 
über  die  andern  gefragt  wird,  so  kömmt  es  ledig- 
lich darauf,  ob  zu  der  Zeit,  da  die  letzte  der  zu 
überlebenden  Personen  abgeht ,  die  überlebenden 
Personen  zusammen  noch  existiren  oder  existirt  ha- 
ben, und  auf  die  Anzahl  der  Fälle,    wo  diese  Ord- 


Von  Rent.  etc.  auf  mehr.  Leben,  47 

nung    im    Sterben    Statt     findet.       Es    glebt    daher 
zweierley    Wege    das    Ueberleben     zu    bestimmen, 
indem  man  entiuedcr  suchen  kann,  welche    überle- 
bende   Vereine    existiren    zu    der    Zeit,    da    die  zu 
überlebenden  Personen  aussterben,  also  da  die   letzte 
derselben  abgeht,  oder  auch,  welche  der  überleben- 
den Vereine  aufhören,   d.  h.  getrennt  werden,  nach- 
dem die  übrigen  Personen  bereits  ai;sgestorben  sind. 
Beide  Rechnungen  geben  begreiflich,  wenn  sie    auf 
die  ganze  Verbindungszeit  der  überlebenden  Personen, 
d.  h.  bis  zur  kleinstenAltersergänzung  unter  denselben, 
fortgesetzt  werden,  dafselbeResultat,  und  in  soweit  von 
dem  Ueberleben  aui   die  ganze  Verbiudungszeit  die 
Rede  ist,  werden  diese  beiden  Berechnungen  weiter- 
hin  ohne   Unterschied   gebraucht    werden.       Wenn 
sie  aber  auf    eine    kürzere    Zeit  angestellt    werden, 
d.  h.  wenn  gefragt  wird,  wie  grofs  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  dafs    innerhalb    einer    bestimmten  Zeit, 
kleiner    als     die    Verbindungsdauer    der    überleben- 
den   Personen,    entweder    der    überlebende    Verein 
bestanden  habe  zu  der  Zeit    da    die   übrigen  Perso- 
nen   aufstarben,    oder  dafs  der  überlebende  Verein 
aufhöre,  nachdem  die    übrigen    Personen  verstorben 
waren_,  so  können  die   Resultate  beider  Rechnungen 
nicht  gleich    seyn,  indem    ein  Theil  derer  Vereine, 
welche  bey   dem    Aufsterben    der  zu    überlebenden 
Personen  noch  bestanden^  so  lange  die   kleinste    Al- 
tersergänzung   nicht  abgelaufen  ist,  fortwährt,    folg- 
lich   mehr    Vereine  die    übrigen    Personen  überlebt 
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haben  als  nach  dem  Abgange  derselben  getrennt  wor- 
den sind.      (Vergl.  §.  135). 


§.  213. 

Wenn  also  gefragt  wird,  wie  wahrscheinlich 
es  ist,  dafs  bey  einer  anfänglichen  Verbindung  von 
m  Personen  ?n  —  it  bestimmte  Intcrejsenten  die  ü- 
hrigeii  u  überleben ,  nämlich  so  dafs  die  m  —  u 
Personen  zusammen  noch  leben,  nachdem  die  übri- 
gen u  alle  gestorben  sind,  und  anfänglich  auf  garlze 
Jahre  gerechnet  ward,  so  kömmt  es  darauf  an,  wie 
viel  Vereine  der  bestimmten  m  —  u  Personen  am 
Ende  jedes  Jahrs  existiren,  wovon  die  zugehörigen 
U  im  Laufe  des  Jahrs  ausgestorben  sind.  Nimmt 
man  an ,  dafs  die  Personen,  woraus  ursprünglich 
der  Verein  bestand,  derzeit  vom  Alter  a,  b,  c,  d, 
f,  g,  h,  imgleichen  dafs  die  dazu  gehörigen  Zahlen 
der  Lebenden  A,  B,  C,  D,  F,  G,  H  und  die  an- 
fängliche Zahl  der  Vereine  =  ABCDFGH  ge- 
wesen^ so  ist  die  Zahl  der  Vereine,  von  denen  am 
Ende  des  nten  Jahrs  A,  B,  C  und  D  noch  leben, 
F,  G  und  H  aber  im  Laufe  des  Jahrs  ausgestorben 
n       n        n        n  n  n  n 

sind,=:A— B-C--D-[(F-F— )(G— G-)(H-H-) 


-CF 


)  (G- 

G— 

-)(H  - 

A— 

n 

..  D~  F 

-FGH  4- 

11 

A— 

n 

..  D-  G 

n 

11 
..  D-  H 

H- 


-)]  = 


n — 1 

F G 

H 

n — 1 

H 

G         F 

n — 1 

H         F 

G. 
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n  n — I  n — i  ^ 

A—  ..  D—  F G H 


A- 

1  n  n  n — i  n 

—     -i    A—  . .  D—  F H- 


^      + 


I  n  n  n — i  n — i 

[   A—  . .  D—  G H F 

n  n       n — i      n — i        n — r  n 


A— ..D— F G H +  A— ..D-FGH  — 

'n  nn  )fn  nnn"V 

A—  ..  D-  F— G  H  A—  ..  D-F— G— Hl 

n  n  n  l'    I     J      '^  ii       n        n 

^A—  ..  D—  G-F  H?-rlA—  ..  D-F-R— G 


n       n       n 


[A—  . .  D~  H—  F  Gj        [A—  . .  D-G— H-Fj 

n  n  n  n         n 

—  A—  . .  D—  F—  G—  H— . 

Wenn  man  diese  "Werthe  für  alle  Jahre  bis 
zum  Ablauf  der  kleinsten  Altersergänzung  unter  den 
iibei'lebenden    Personen    zusammen  nimmt,  und  mit 

A  B  C  D  F  G  H    dividirt,    so  hat  man  die   gesammte 

1 
F 


f  11  n  n — '1     \ 

'  /(A—  ..  D—  F )  ' 


A  ..  D  F 


Wahrscheinlichkeit    =  <j  /(A—  .  .  P—  G         )| 


A  ..  D  G 

n  n  n— 1      j 

/CA-  >.  D-  H ){ 

A  ..  D  H  J 

f  n  n         n — i  n— i  \ 

}     /CA-  ..  D-  F G )       I 

A  ..  D  F  G 

I  n  n  n — i  n — i 

-       ^      /CA-  ..  D-  F H )       j>     ^ 

A  ..  D  F  H 

n  n — I  n — i 


11. 


/  CA—  . .  D—  G H ) 


A  ..  D  G  H 


D 
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/  (A-^  . .  D—  F G H ) 


n  n — 1         n— I  n — i 


f 


A   ..    D   F    G    H 

n  n        n 

/(A-  ..  D-  F-) 


A  . .  D  F 

n  n         n 

/(A-  ..  D-  G-) 


A  ..  D  G 

n  n         n 

/  (A—  ..  D— H— ) 


A  ..  D  H 


n 


n  n  n 


1 


\    + 


f  C  A—  ..  D—  F—  G— ) 
A  . .  D  F  G 

n  n  n  n 

/(A—  ..  D—  F—  H-) 
A  ..  D  F  H 

n  n  n  n  ! 

/  CA—  . .  D—  G—  H— )  I 

_  A  ..  D  G  H  J 

n  n  n  n  ii 

/(A—   ..   D—   F—   G—    H— ) 


^     - 


A  . .  D  F  G  H 


,-  G- 


G 


EabcdCf  —  I) 


E  a  b  c  d  (  g  —   I  )    } 


H- 


H 


E  a  b  c  d  (h  —  I) 
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— I      — 1 
F G 


r  G 


-1        — I 


F H ■ 


F 

H 

G- 

— i 

H- 

— I 

^ 

G 

H 

-1  — 1  — 


H- 


\ 

E  a  b  c  d  (f  -   I)  (g  _  I) 

E  a  b  c  a  (f  —  I)  (h  —  I) 

•+ 

E  a  b  c  d  (g  —  I)   (h  —  I) 
— 1 

F  GH 

E   a  b  c  d  f 
E   a  b  c  d  g 


\    E   a  b  c  d  h 


E  abcd(f— l)(g— i)(h— 1> 

\  f     E  a  b  c  d  f  g     1 

I    +     I     E   a  b   c  d  f  h      I 
j  [    E  a  b  c  d  g   h    j 


—    E  a  b  c  d  f  g  h. 


Das  Gesetz,  wonach  die  Reihe,  auch  für  meh- 
rere Personen  ,  fortgeht ,  ist  leicht  zu  übersehen. 
Wenn  nämhch  die  zusammen  eingeklammerten 
Theile  als  ein  Glied  betrachtet  -^verden,  so  ist  das 
erste  Glied  der  obern  Reihe  die  Summe  der  Dauer 
aller  Verbindungen  unter  den  überlebenden  Perso- 
nen zusammengenommen  mit  je  einer  der  zu  übei'- 
lebenden  Personen,  das  Alter  der  letztern  um  l  Jahr 
zurück  gerechnet,  wobey  jede  Verbindungsdauer 
mit  der  zu  dem  Anfangsjahr  gehörigen  Zahl  der 
Lebenden  iür  diese  Person  dividirt  und  mit  der  zu 
dem  um  I  frühern  Jahr  gehörigen  Anfangszahl 
multiplicirt  ist.  Das  2te  Glied  dieser  Reihe  ist  die 
Summe    der    mittleren    Dauer    aller    Verbindungen 

D2 
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zwischen  den  ühevlebenden  Personen  2usammenge- 
nommen  mit  je  zwey  der  zu  überlebenden  Perso- 
nen, das  Alter  der  letztern  um  l  Jahr  zurückge- 
rechnet, wobey  wieder  jede  Verbindungsdauer  mit 
dem  Producte  der  zu  dem  Anfangsjahre  gehöri- 
gen Zahlen  der  Lebenden  für  die  letztern  Perso- 
nen dividirt,  mit  dem  Producte  der  zu  dem  um  I 
frühern  Jahr  gehörigen  Zahlen  der  Lebenden  aber 
multiplicirt  ist.  Das  di'itte  Glied  ist  die  mittlere 
Dauer  der  Verbindung  aller  überlebenden  Personen 
zusammengenommen  mit  den  drey  zu  überlebenden 
Personen  zusammen,  das  Alter  der  letztern  wieder 
imi  I  Jahr  zurückgerechnet,  wobey  die  Verbin- 
dungsdauer gleichfalls  mit  dem  Producte  der  Le- 
benszahlen der  zu  überlebenden  Personen  für  das 
Anfangsjahr  dividirt,  und  mit  dem  Producte  der 
zvi  dem  nächstvoi-hergehenden  Lebensjahre  gehöri- 
gen Zahlen  multiplicirt  ist.  In  der  untern  Reihe 
ist  das  erste  Glied  die  Summe  der  mittlem  Dauer 
der  Verbindungen  der  überlebenden  Personen  zu- 
sammengenommen mit  je  einer  der  zu  überle- 
benden ,  das  zweite  Glied  die  Summe  der  mitt- 
lem Dauer  der  Verbindungen  aller  überleben- 
den Personen  zusammengenommen  mit  je  zwey 
der  zu  überlebenden,  so  wie  das  dritte  Glied  die 
mittlere  Dauer  der  Verbindung  aller  überlebenden 
Personen  zusammengenommen  mit  den  drey  zu 
überlebenden  Personen. 

Wenn  man   die  überlebenden  Personen  zusam- 
men mit  N,  die  Dauer  ihrer  Verbindung  mit  irgend 
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einer  der  zu    überlelienden   Personen    mit    E  N .  I, 
mit  irgend  zwcy  durch    E  N  .  II,  mit  irgend    drey 


durch  E  N  .  III,  und  die  Summen  der  zusammenge- 
hörigen   Verbindungen    von    demselben   Grade    mit 


5.EN.1,  5.EN.II,  5  .  E  N  .  III  etc.  bezeich- 
net, wenn  man  dabey  durch  die  neben  die  Zahl  der  zu 
überlebenden  Personen  gesetzte  Zahl  —  I  andeutet, 
dals  ihr  Alter  um   i  Jahr  zurückgenommen  werden 


—i  I 

soll,  z.B.    i'.E.N  .  III ,    ferner  dvirch    7 > 

—1 

— etc.,.  dafs  jede  Dauer  mit  der  zu  dem 

Anfangsjahr  gehörigen  Zalil  der  Lebenden  dividirt 
und  mit  der  zu  dem  nächslvorhergehenden  Jiebens- 
jahre  gehörigen  Zahl  mulliplicirt  werden  soll ,  so 
kann  man  die  Wahrscheinlichkeit  des  Uoberle- 
bens  der  Verbindung  N  über  x  andre  Personen 
ausdrucken  durch 


I -i  II 

S(-— EN.l )  —   .V  (— jj—    E   N.U 


III -i  —  X — 

+5(-Yjp-  E  N  .  III )  _..-}-  -  ~EN.X- 


—  5(E  N.I)  +  5(E  N.ll)  —  5(E  N  .  111)   -f 
•  •  ±  E  nT  xT 

Bey  einer  Verbindung  von   zvvey  Personen   hat 
man  also    hienach  die    Wahrscheinlichkeit   des    Ue- 
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beflebens  von  A  über  B  avif  ganze  Jahre,  d.  h. 
hier  die  Walirsclieinliclikeit,  dafs  A  am  Ende  des- 
selben   Jahrs,    worin   B  stirbt,   lebe,  z= 

—  I 
B 


E   a  (b  —   I)  —  Eab  (Vergl.  §.  132). 

Bey  einer  Verbindung  von  drey  Personen  wä- 
re die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  A  und  B  in  Ver- 
bindung C  überleben,  in  dem  Maafse  nändich    wie 


•1 


vorher    angegeben     ist,     :=::     — Eab(c — I) 

—  E  a  b  c,  die  "Wahrscheinlichkeit  aber,  dafs  A 
die  beiden  andern  B  und  C  überlebe,  nämlich  am 
Ende  des  Jahrs  noch  lebe,  worin  die  letzte  der 
beiden    andern    Personen    verstorben    ist ,    :=:z 

— I  — r 

B „    C 


E  a  (b  —  I)  -i -^ E  a(c  —  I) 


— I          — i 
B C 


B  C 


E  a  (b  —  I)    (c  —  I)    — 


E   ab  —  E   ac-f-E  abc  etc. 

Anm.       Tetens    setzt  in  seinem  oft    angezogenen    Werke 
Seite  4 10  die  letzte    Walnsclieinlichkeit  ZU 


A  A (B    -    B-)    (C    -    C-) 

'''  A  *  B      C  ' 


.  fAA' B-  C- 

wtlchcs  isi — ■ (i  ~* 


A  '  B 
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A— 


-  E  (a  — ^1^  bc+Eab  +  Eac    —    Eabo, 

A 

Dies  ist  eigentlich  die  Wahrscheinlichkeit',  dafs  am  Eild» 
des  Jahrs  ,  worin  AT  stirbt  ,  auch  B  und  C  verstorben  sind, 
oder  auch  nach  dem  letztern  Ausdrucke  es  ist  ZZ  i ,  we- 
niger  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  13  sowohl  als  C  die  PerSoa 
A  überleben,  wieder  weniger  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  bei- 
de zusammen  überleben  A ;  folglich  ist  dieser  Wcrth,  genau 
genommen,  zu  grofs.  Wollte  man  hier  das  gesuchte  Ueberlc- 
beii,  so  wie  es  sonst  auf  ganze  Jahre  angegeben  wird,  nämlich 
so,  dafs  diejenigen  zu  überlebenden  Personen,  welche  mit 
dem  lleberlebenden  in  dem  nämlichen  Jahre  sterben,  nicht 
mitgerechnet  werden,  bestimmen,  so  wäre  es  31 

/AA-—  (B  —  B-— )    (C  —  C--^-) 


A  B      C 


i 1  X — 1 


^.     .  /AA ,^  B 

Dies  ist  aber    ZZZ   ■ —  Ql  —  — tl- — 

A  h 

X— I  X 1  X. 1  K 1     X 1 

C B C _    _  /(A— B-) 

O         •  B  C  -^  ~ '  AB-" 

X 1  X 1  S  — 1        X 1  X"— 1 

_        /  CA C )         /CA B C ) 

A     C  *  ABC 
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X         X — r  X  X — r 

/(A~  B )      ^        /  (A-  C ) 


i  A        T. t 


AB  '  A     C 

X  X— I  X — 1 

/  CA-  B C )       __ 


ABC 


—   1  —  Eab  —  1—  ] 


B 


Eac   t    ifEabc    f E  a  (b  —  i)    f 

B 


B C— 


^; —  E  a  (c  —  i)  —  • — ; E  a  (b  —  i)   (c  —  i)  


C  B     C 

B— -  — .  C 


E   a  (b  —  i)  t E  a  (c  —  0  — 


B  C 

—1         —I 
B C  — 


E  a  (b  —  i)   (c  —  0  —  E  ab  —  E  ac 


B     C 

+  E  a  b  c,   wie   oben.      (Vt'igl,   §.    i32,   Anm.)  , 

$.  214. 

Wenn  aber  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ueber- 
lebens  auf  augenhlicldiche  Tkeile  des  Jahrs  berech- 
net werden  soll,  und  wenn  zuerst  nur  eine  einzige 
Person  F  zu  überleben  ist ,  die  überlebenden  Ver- 
eine aber  aus  den  Personen  ABC  bestehen,  auch 
X  die  verflofseue  Zeit  des  Jalirs  bedeutet,  so  ist  der 
Abgang    der  F  für  jedes    Element  des    nten  Jahrs 

11 — r 
==  A  F d  X,  und  die  Anzahl  der  überlebenden 

Vereine  für  das  Jahr  =— 

11— I  11 — I        11 — I  11 — I       n — I  n-r         n — i 

/(A— -xAA— )(B— -xAB— XC— -xAC— )AF— dx. 
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n — 1 


Ohne  Rücksicht  auf  A  F  ,    welcher   Factor  auf 

die    Integration    keinen  Einflufs  hat ,    ist 

n — I  n — I        n — i  n — r        n — i  n— i 

/(A— -xAA— )  (B— -X  AB— )  (C — -xaC— )  dx 
die  vollständige  Anzahl  der  Vereine  aus  A  B  C, 
welche    während  des    nten  Jahrs    bestehn.       Nennt 

n 

man  also  diese  Anzahl  Z        und    die  ursprüngliche 
Anzahl  dieser  Vereine  Z,  so  hat  man   die  Zahl   der 
überlebenden    Vereine    für    das    nte    Jahr   r=: 
n  11 — I  n         11 — r  n  n 

Z— .  A  F =  Z—  F —  Z—  F— ,   so   wie 

die    Wahrscheinlichkeit     des    Ueberlebens    für    das 

n         n — 1  n  n 

Z—  F Z-  F— 

nämliche  Jahr  =:  — — r::; • — = — ^p. — > 

Z     t  Z     F 


die     Wahrscheinlichkeit     für    alle    Jahre    aber    r=: 
n  n — 1  n         n 

/  (Z-  F )       _     /  (Z-  F-) 

Z     F  Z  F  .         tre- 

braucht  man  nun  wieder  die  im  §.  209  b-  angege- 
benen Bezeichnungen  und  machen  die  überleben- 
den Personen  unter  sich  eine  Verbindung  nach 
m  aus,  so  kann  man  allgemein  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit   des    Ueberlebens    ausdrucken     durch 


-1  — 1 

F „    M- 


(mtx)F-^— M—   EM— .(f-i)  + 


I     „       (M  —  I) -I 

—  5 .  y^Jj E  (M-I)—  .  I  (f-i) 
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— 1 


I  .  I  (M— II) —I 

+    • S.'  \      E(M-II) .ll.(f-i) 

ni  .111  —  I  iVi  —  ii 


I  M -r 

'  m  f  I  iVi 


t  (M    —    I) '  -I 

V"  M-I E(M_I)— .I.£ 


I  .  2  (M— II) —1 

+     ^  '  \,      ECM-II) .11. f 

m  .  in  —  I  iVi  —  11 

+  ..  ). 

Wenn  also  z.  B.  der  überlebenclen  Personen 
zwey,  nämlich  A  undB,  sind,  und  F  die  zu  über- 
lebende Person,    so    ist    die  Wahrscheinlichkeit    des 


-I  — I 


F A— B— 


Ueberlebens  =  ^   [— ~^— E(a-I)  (b-l)(f-I) 

31'  Aß 


A 


+  f —^ ECa-I)b(f-i;-i- 

— I 

■D 

E  a  (  b  —  I  )  ( i    —    I)     + 


B 
I   .  2 


2  .   I 


E    a  b   ( f    —    I  )    ]    — 


A B- 


f    C- ^— ß E  (a-  I)  (b  -  I)   f    + 


A- 


^^       E  (  a  —  n  b  f  4. 
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B- 


I  .  2 


^      Ea(b— i)f -J .   E   a   b  f]    = 

A  B  F" 

A-^^F-' 


E  (a-  I)   (b-  I)   (f-i) 


+  f  j^-p E(a~  O    b    (f-  I)    4- 


B F— 


B   F 

— 1 
F 


E  a  (b—   I)    Cf  —  I)     + 


A-—    B-— 
Ä~B 

— 1 

A 


E  a  b  (f  —  I  )  — 


E  (a  —  I)    (b  —  I)  f 


A 

— I 
B 


E  (a  —  1)  b  f  — 


B 


E  a  (  b  —  I  )  f  —  f  E  a  b  f,  und  da 


A-—  B-—  F-— 


E  (a  -  I)  (b  -  I)    (f  -  I) 


A    B     F 

/CA'9  B's  F'^)  —  /(A'-E  B'i  F'i) 

_    E   a  b  f    =     Ä- B"-F 

A  B  F 

^^^^    — A    x>  t:^ —  =  I  ist,  SO  hat  man    den  angege- 

benen  Werth  auch  =  f  -j- 

— I          —I 
A F 


^     p  E(a   -  O    b    (f  -  I)    + 
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X 


6 


6 


—  1  — 1 

B F 


B 

F 

F- 

— I 

F 

A- 

— I 

— 1 
B 

E   a  (b  —  O    (f  —  O  + 


A    B 


— 1 
A 


E    a  b    (f  —    1)     — 


E  (a  —  I)    (b  —  I)    f    — 


E    (a—   I)bf   — 


—I 
B 


E  a  (  b  —  I  )    f. 


B 

[S.  Tetens  Einleitung,    Seile  436  etc.]. 


§.  215. 

Soll  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  be- 
stimmt werden,  dafs  eine  einzige  Person  A  mehre- 
re andre  F ,  G ,  H  überlebe ,  so  kann  man  am 
bequemsten  suchen,  welche  A  in  jedem  Zeittheile 
sterben,  die  zu  den  schon  ausgestorbenen  Vereinen 
F,  G,  H  gehören.  Nun  ist,  wenn  die  Anzahl  der 
nach  Ablauf  der  Zeit  x  im  nten  Jahre  ausgestorbe- 
nen Vereine  unter  F  G  H  mit  F  G  H  dividirt 
wird,  der  Quotient 
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n — t  n — i         ) 

F —    X   AF 


=  I  -   ^       G—    -   X   AG—        [   + 
i  G  1 


n — 1  n — 1 

H —    X    AH — " 


l  H  j        . 

f        n — I  n — 1  n — i  n — i       \ 

(F X  A  F )  CG —  X  A  G ) 

I 

I         n— 1  n — 1  n — i  n — i       i 

(F —  X  A  F )  (H —  X  A  H ) 

F     H 

n— 1  n  —  1  n — r  n  —  i 

(G —  X  A  G )  (H —  X  A  H ) 


i 


^ 


l  ü    H  J 

n-t  n-i  n-i  n-i  n-i  n-i 

(F— -xAF— )(G— -xAG— )(H— -xAH— ) 

(§'  199)?  ""fi  man  hat  also  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  im  xten  Elemente  des  nten  Jahrs  A  sterbe, 
nachdem  alle  andre  IVIitverbundene  gestorben  sind,  nz. 

F —xAF- 


(        n — 1                          n— 1    "\ 
I    TT" ^   A    Ti" I 


n — 1  n — 1  n — i  n—x 

AA ,^   !  G -X  AG '  AA 

.dx-<j  — .   ) dx  + 


A 


n — I 


H —  xAH I 

l  H  J 
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(      n — r  n — i  n — r  n — i 

(F -xaF )    CG -xaG ) 


F      G 

n — 1  11 — I 


n — 1 

AA- 


JCF -xAF )  (H -xAH )^4i^Zri    _ 

1  F     H  j      A 

I CG ^-xAG )  (H -XAH )| 

l"  GH  J 

n-i 
A  A  — 

dx. 


n-i  11-1        11-1  n-i        ii-r  r-i  n-i 

(F— -xAl"-)(G— -xAG— )CH— -xAH-)  aA— 
F      G       H~  A 

Wenn  man  nun  integrirt  und  demnächst  x  zzr  I 
setzt,  so  druclit  die  Summe  der  Integrale  die  ge- 
suchte vollständige  Wahrscheinlichkeit  für  das  nte 
Jahr  aus.  Nimmt  man  aber  diese  Werthe  für  alle 
Jahre  zusammen,  so  kann  man  wieder  einen  jeden 
Theil,  so  wie  im  vorigen  §.  geschehen,  durch  mitt- 
lere Lebens-  und  Verbindungsdauern  ausdrucken. 
Wenn  indefsen  die  Anzahl  der  anfänglich  verbun- 
denen Personen  rrr  m  ist,  so  enthält  der  Ausdruck 
des  vorigen  §.  lauter  Verbindungsdauern  nach  m, 
der  Ausdruck  des  gegenwärtigen  §.  dagegen  einzel- 
ne Lebens-  und  Verbindnngsdauern  nach  2j  3  etCt 
bis  nach  m. 

Sollte  also  z.  B.  auf  diese  Weise  die  Wahr- 
scheinlichkeit bestimmt  werden,  dafs  eine  Person  A 
zwey    andre  F  und  G  überlebe,  so  erhielte  man  die- 

_^ 

selbe    =   — — —     Jili  (  a    —    I  )    — 

3. 
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A F 


A  F 

A-^^  G- 


E(a-I)(f-I)- 


A  G 

A— — 


E  (a   -    I)    (g_  I)    ^ 


A- 


A 
— 1 


E  (a    —    I)    f    — 


A 


E  (a  -    I)    s    + 


X       A— —  F-—  G— - 

^  A    F     G 

— t         — 1 
A F 


E(a-l)(f-l)Cg-l)4- 


'S 


A  F 
A-~  G-— 


A  G 

— I 
A 


E  (a  -    I)    (f   -    I)  g    -}- 


E  (a  -  I)    f    (g-  l)-i- 


A 

—  1 
F 


E  (a—  I)    f  g    —   Ea    + 


F 
— i 
G— 


E  a  ( f   -    I)    + 


E   aCg-I)  -l-iEaf  +f  Eag- 


— 1         —I 
F G 


EaCf  -   I)    (g-  I)    - 


E  a  (f  ~  I)  g 
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— 1 
G 


*^        G 

A- 


-  E  a  f  (g  —  I)    —    f  E  a  f  g.     Und  da 


A 

— I         — I 
A F 


E  (  a  —  I  )    —    E  a   =    I  , 


A     F 


A G- 


E(a— I)  (f— 1)  —  E  af=:l,  so 


wie  ^     ^         E  (a  —  I)  (g  —  I)  —  E  agn:!, 


-1        — 1 
A F G- 


imgleiclien    a"F~G E(a_I)(f_.l)(g-I) 

■ —  E  afg  z=z  l,  so  hat  man  die  gesuchte  Wahrschein- 


A 


lichkeit  auch  =  f  —  f [E  (a  —  1)    f  + 

— 1            —1 
A F 


E  (a  — 

Dg] 

■ff 

4- 

— 1 
G 

] 

G 

— 1 

X 

A 

i 

A 

F 

_ 

*       F 

Ea(f- 

-I)  H 

T 

— 1 

A      "     F 


C— Er-E(a-I)(f-I)g 


E  (a  -  I)    f   (g  -  I)  ]    + 


E  (a  -    I)  f  g     -i- 


—I 
G 


^       Ea(g-  I)    -^ 


E  a(f-  I)  g 
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— i 
G 


G 

— 1        — 1 
F G 


F  G 


E  a  f  (g  —  I)     — 


E  a(f-  I)  Cg  ~  I). 


§.  216. 

Wenn  sowohl  von  den  überlebenden,  als  von  den 
zu  überlebenden  Personen  mehrere  sind,  und  wie- 
der die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  des  Ueber- 
lebens  gesucht  wird,  so  kann  man  von  den  überle- 
benden Personen  diejenigen  Vereine  nehmen,  die  in 
einem  bestimmten  Zeittheile  aufgelöset  werden,  von. 
den  zu  überlebenden  Personen  aber  wieder  diejeni- 
gen Vereine,  die  bis  zu  dem  gegebenen  Zeittheile 
ganz  ausgestorben  sind.  Wenn  nun  das  Jahr  aus 
m  Theilen  besteht  und  die  überlebenden  Personen 
A,  B,  C  sind,  so  ist  die  Anzahl  derer  Vereine,  die 
im  qten  Theil  des  nten  Jahrs  aufgelöset  werden,  = 
n-i  q-i         n-x        n-iq-i        n-i        n-i  n-l  n-r 

(A—  -  —  AA-)CB--— aB-)(C--— AC-) 
^  m  m  m 

n-i         n  n-l      n-i    q  n-i       n-i    q  n-r 

—  CA——  ^aA-)CB--^AB-XC--"  AC— ) 
^  m  m  m 


(       n — 1         n — 1  n— 1    ^ 

A B A  C 


q— j_— q 

m 


j        n — t  n— 1                  n — i     i       4  —  A  —  4         1 

— '^  A C —  AB f   ;;; —    T 

I        n — I  n— I                n — 1     I 

(B- C AA J 


II. 
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(        n  — I  11 — 1  11 — I 

A—  A  B A  C 

i  B A  A A  C 

!         n — 1  n — 1  11 — 1 

[  C A  A A  B j 


Cq  -  0= 


m- 


n — 1  11 — I  n  — 1  Cq   —    i")'    —   q* 

A  A AB A  C — ^J ^, '— 

oder  auch,  wenn  man  die  Summen  der  gleichna- 
migen Producte  aus  den  Zahlen  der  Lebenden  in 
die  Decremente  der  Reihe  nach  mit  ^>,  O.  und  9v 
bezeichnet  und  die  Potenzen  von  q  —  I  von  den 
gleichnamigen    Potenzen    von    q    abzieht    rr= 

-^      I  2   q  —  I  3q=  —  3  q  t  I 

m  m=  m' 

q 

Setzt  man  aber  m  :=    00,  und  ■ =z  x,    so  ist 

m 

2q--i  3q=—  3qti 

— =  2  X  d  X, ~~~ 


m^ 

3  x^  d  X,  und  man  hat  dann  die  Zahl  der  in  einem 
Zeitelemente  aufgelöseten  Vereine  z=z  'P  d  x  — 
2   O.  X  d  X    '■{'  Z  9t  x=  d  X. 

Sind   ferner  F,  G,  H  diejenigen  Pei'sonen,  wel- 
che überlebt    werden    sollen,   so  hat  man  nach  dem 
vorhergellenden    §.     den     Quotienten    iür     die     mit 
F  G  H    dividirte    Anzahl    der  am  Ende  der  Zeit  x 
jm  iiten  Jahr  eausgesiorbenen  Vereine  aus  F,  G,  H 
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n — r  n — i         ^ 

F —  X  AF 


F 

n— 

G— 

-1 

— 

X 

n — I 

AG 

G 

n- 

H— 

-1 

-y— 

•    X 

n — 1 

AH 

y  + 


(  ^TT  J 

n— T  n — 1  n — r  n— i 

(F —  X  A  F )   CG —  X  A  G ) 


^ 


F    G 

n— 1 

(F 

n — 1               n — r 

-  X  A  F        )    (H 

n — 1 
-  X  A  H )  {^ 

F       II 

f 

n— 1 

(G 

n — -i              u — I 

—  X  A  G )    (H 

n — 1 

-  xAH ) 

G       H 

J 

n-r 

(F- 

n-r            n-i               n- 

-xaF— )  (G  — -xAG- 

1           r.-i          '      n-r 

-KH     -xAH     ) 

F      G      H 

"Wenn    man    also    diesen   Ausdruck    mit 
«Pdx    —    2  0,  xdx    -|-3$Hx=dx  ,.,. 
ABC "™'"P''- 

cirt,  darauf  jeden  Theil  integrirt  und  dann  x  =  I 
setzt,  so  erhält  man  die  gesuchte  vollständige  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  nte  Jahr,  und  durch  Zusam- 
menlegung der  Werthe  für  alle  Jahre  die  vollstän- 
dige Wahrscheinlichkeit  des  Ueberlebens  von  ABC 
über  F  G  H.  Es  ergiebt  sich  indefsen,  dafs  eine 
allgemeine    Entwickelung     des    angegebenen    Aus- 

E   2 
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drucks,  zumal  wenn  Alles  auf  Verhindungsdauern 
lurückgebraclil  wei^den  sollte,  sehr  umständlich  seyn 
Tvürde. 

Anm,  Wollte  man  in  diesen  beiden  letzten  §.  §.  suchen, 
welche  überlebende  Vereine  zu  der  Zeit  bestehen,  da  die  zu 
überlebenden  Personen  aufsterben,  so  würde  die  Rechnung 
jif)ch  weitlänliger  ausfallen.  Wenn  aber  bestimmt  werden  soll, 
wie  ■wahrscheinlich  es  ist,  dafs  bis  zu  einer  hestimmten  Zeit, 
kleiner  als  die  kleinste  Altersergänzung  unter  den  überleben- 
den Personen,  einige  Theilnehmer  eines  Vereins  nach  dem 
Tode  der  übrigen  zusammenleben,  so  mufs  die  Rechnung  auf 
die  zuletzt  erwähnte  Art  angestellt  werden,  und  man  würde 
clabey  folgendermaafsen  verfahren  können.  Wenn  man  der 
Kürze  wegen  die  im  Anfange  des  nten  Jahrs  verstorbenen  F 
mit  ]\I,  die  verstorbenen  G  mit  N  und  die  verstorbenen  H  mit 
R,  so  wie  die  Decremente  der  Lebenden  oder  Inrreniente  der 
Sterbenden  für  dafsclbe  Jahr  mit  /Lt^  v  und  Q  bezeichnet,  auch 
annimmt,  dafs  das  Jahr  aus  m  gleichen  Theilen  bestehe,  so 
ist    im  Anfange   des   tjten  Zelttheils  die  Anzahl   der    ausgestor- 

q  —  I 

brnen    Conternationen    HZ     ( M     f    — ~ (M  )      (  N    •f 

Itl 

q  —  I  q  —  I 

—3 li^    (R.   "J*     -— p),  am  Ende    des    qten  Zeit^ 

m  ni 

thcils    aber    m    (M  f    -5_  ,,)     (;N    +    —     ^z  )     ( R    f 
ni  in 

q 

— <>)»       Der  Unterschied  beider  Ausdrücke,   oder  die  An- 

m 

shIiI   der  in   diesem  Zelttheile  aufsterbenden  Conternationen,  ist 

rz   /    M  R  r    (   --^    +    /    N  « p     \  li:Z_i 
I  f      ni  1  '    ^       f 

;      N  R  ^      \  )      Vy    u    V 
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3  4^ 


3q  f  I 


oder,  wenn  uiaa  m        '  00 


111 " 
uiiumt  und  den  abgelaufeneu  Theil  des  Jahrs  mit  X  baseichnotf 

MRj/      V      dxf     /     ^i«(>       \asdi:     1 

NR|mV  /R^ti'V 

Hi  V  ^  3  X^  d  X.  Setzt  man  aber,  anstatt  M,  N  und  R,  dio  ge- 
wöhnlichen Ausdrücke  für  die  Zahl  der  Gestorbenen,  imglci- 
chen    für    ,M>    *'j     Q   die  Decreniente,  und  dividirtmit  F  G  H, 

so  hat  man  den  Quotienten  

n-i  u-j  n-i        n-i  n-l    \ 

F G ^F G ^    AH— 


G 


F    G 


H 


n-i  n-i  n-r        n-i  n-i     1 

F  H      '       F      H     -*       G        I 


G 


F 

n  -  1 


^*"      G     ■      H     "^ 


n-i  n-i        n-i 

H G H 


G    H 


n-r 

AF—   I 


+    - 


F- 


F 

n — 1 


7—) 


n — I  n — 1 

AG aH 


G 

n — I 


H 


^ 

G 

H 

AF- 

\ — 1 

n — r 

AH 

F 

H 

n—  1 

AF 

n — I 

AG • 

^  2X  d: 


F      G 


n — \  n— I  n  -1 

AF AG—    AH 


3  x2   dx. 


F        G       H 

Wenn    man    ferner    jeden    Theil     dieses     Auidrucks    mit 
n-i  n-i  n-i  n-i  u-i  n-t 

A— —  xAA— )  (B— —  xAB— )    (C— —  xAC— ) 
ABC 
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als  der  Anzahl  der  bestehenden  Vereine  aus  ABC,  multipll- 
cirt,  dann  Inlegrirt  und  x  1:13  i  setzt,  so  erhält  man  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ueberlubens  von  ABC  für  das  nte  Jahr  al- 
lein nnd,  durch  Zusammenlegung  dieser  Wahrscheinlichkeiten 
bis  zur  Altersergänzung  der  allsten  Person  unter  den  überle- 
benden,   die    gesammtc    Wahrscheinlichkeit    des    Uebei-lebens. 


§'  217. 

Aufser  dem  Ueberleben,  so  wie  es  bisher  be- 
stimmt worden,  kann  noch  das  zwiefache  Ueberle- 
ben in  Betracht  kommen  ,  wenn  nämhch  gefragt 
wird,  wie  wahrscheinlich  es  ist,  dafs  einige  be- 
stimmte Personen  andre  Personen  überleben,  nachdem 
diese    vorher  schon  dritte  Personen  überlebt   haben. 

W^enn  nun  zuerst  auf  ganze  Jahre  gerechnet 
wird,  und  bestimmt  werden  soll,  vvie  wahrschein- 
lich es  ist,  dafs  von  drey  Personen  A  B  C,  C  zuerst, 
dann  B  sterbe  und  A  zu  dieser  Zeit  noch  lebe,  so 
ist  für  irgend  ein  xtes  Jahr  die  Anzahl  der  Verei- 
ne, wovon  A  am  Ende  des  Jahrs  lebt,  B  im  Laufe 
des    Jahrs    stirbt  und  C  schon  vorher  gestorben  ist, 

X  X — I  X — r 

=   A—   AB (C  —  C )  = 

x         X — 1  X  X — I  X  X — r 

A-  (B — B-)  (C  —  C  —  )  =  A—  B C 


—  A-  B-C  — A— B C -f-A— B— C . 

Nimmt  man    diese  Theile    für  alle  Jahre   zusanmien 

und  dividirt  mit  ABC,  so  erhält  man    die  gesuch- 

X  X — \ 

.  _       /  (  A—   B ) 

te  Wahrschemltchkeit  — z= — 

A      x> 
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XX  X  X 1  X 1 

/(A-  B-)  /(A-  B C ) 

—    -r 


AB  ABC 

X  X  X 1  1 

/  (A—  B~  C )  B 


ABC  ~  B 


Ea(b  — I) 


—  r            — I 
ü ^_   /n 

—  Eab  — ^—^ E   a  (b— I)  (c— l) 

c-~' 


+ 7^ E   a  b  (c  —   1). 

Wären  sowohl  von  den  zu  überlebenden  als 
von  den  im  ersten  und  zweiten  Grade  überlebenden 
Personen  mehrere  vorhanden,  so  wäre,  wenn  A  und 
B  die  Personen,  welche  zuletzt,  F  und  G  die  Per- 
sonen, welche  in  der  mittlem  Zeit  und  P,  Q  diejenigen 
Personen  sind,     die    zuerst  abgehen,   der  Werth  ir- 

X  X  X — r 

-■   ,      .  ,  A-  B-        F 

send    eines      xten     Jahrs    zrr    r =r       L ^T""" 

^  ABl' 

X 1  X 1  X—l  X 

G ■    F G F 


+     - 


F   G'  F 

X  X — r 


G—        ,        F—   G- 

7. 1 TF-^ ]  X   (I 


G  •  F    G        ^  ^'  ""  P 


X 1 


—     ^ 1 p— g^ — ),  wo  der  m 

-^er  ersten  Klammer  befindliche  Ausdruck  diejeni- 
gen Paare  aus  F  G  anzeigt,  welche  im  Laufe  des 
Xten  Jahrs  aufsterben,,  (^.  200)  der  Ausdruck  in  der 
zweiten  Klammer  aber  diejenigen  Paare    aus  P  Q   an- 
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glebt,  die  bis  zum  Anfange  dieses  Jahrs  ausgestor- 
ben waren  (^.  199)'  Hienach  kann  man  den  Werth 
sämtlicher  Jahre  bis  zur  Altersergänzung  der  all- 
sten Person  unter  A  B  für  alle  Fälle  dieser  Art 
finden. 

Wenn  also  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit  ge- 
sucht wird,  dafs  A  die  beiden  Personen  F  und 
G  überlebe,  nachdem  diese  zuerst  H  überlebt  ha- 
ben ,     so    ist   der    Werth    für     das    xte    Jahr    r= 

X  X 1  X — I 


A 

X — t        X — r  r  % 

F G F—  G— 


-    + 


F  G  F  G 

X  X  X 1 

F—  G—  H ^ 

Y~G )    Cl H ).       Daraus 

erhält    man     die    gesuchte    Wahrscheinlichkeit    = 

X  X — I 

/  CA-  G ) 


X          X — r 

/(A-  F ) 

+ 
-1 

A    F 

X              X — I            X— 

/CA      F          G    - 

A   F   G 

X             X 1          J 

/A— G         H 

.— 1 

A  G    H 

X                X 

/  CA—  F- 

•) 

A  F 

X                 XX 

/XA—  F-  G~) 

-    + 

A     G 

X  X— 1  X T 

_      /CA-F H 

A      F     H 

X       X — r      X — 1      X — r 

/A— F G H 

"*"  A     F     G     Hi 

X  X 

__       /  CA-  G— ) 

AG  "^ 

X  X  X— I 

/  CA—   F—   H ) 

A      F     H 
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X  X  X 1  XXX  X 1 

/  rA— G— H )  /(A  -  F— G— H )  _ 

A     G     H  '        A     F     G     H         "^ 

F 


Ea  (f-0+ Ea  (g-  I) 


— I          — 1 
F G 


E  a  (f-  I)  (g-  O    - 


E  af  —  E  ag  4-   E  afg  -- 

F ■  H 

"  F      H 

G-^    H-— 

G     H 

— t          — I          — I 
F G H 


F     G     H 

— 1 


E  a(f  —  I)    (h  -  I)    ~ 


E  a(g  -  I)    (h-  I)  4- 


Ea(f-  I)  (g-l)  (h-l) 


+    n E  af  (h   -  I)   + 


H — - 


H 

— r 

H 


H 


E   ag  (h  -  I) 


E  afg  (h-  I). 


Wenn  bestimmt  werden  sollte,  wie  wahrschein- 
lich es  sey,  dafs  A  lebe  £u  der  Zeil,  da  C  vor  B 
verstorben,  so  hiefse  dies  eben  so  viel,  als  wie  wahr- 
scheinlich es  ist,  dafs  A  und  B  zusammen  C  über- 
leben, und   es    wäre    diese   Wahrscheinlichkeit    =: 
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X — 1 


/CA-E-AC— )  _  C _— 

ABC -  ~C~  E  a  b  (c  -  1)    - 

E  ab  c. 

Anm,  I.  Diese  beulen  WalirscIieinlicMceiteu,  nämlicli  dafs 
A  lebe,  nachdem  B  nach  C  gestorben  oder  anch  B  vor  C  ge- 
storben, lafsen  sich  durch  die  gewöhnlichen  Lebens-  und  Ver- 
bindungsdauern ausdrucken.  Wenn  aber  gefragt  würde,  wie 
wahrscheinlich  es  sey,  dafs  A  sterbe,  nachdem  entweder  B  nach 
C  gestoi'ben  ist  oder  auch  C  vor  B,  welche  Fragen  späterhin 
noch  vorkommen,  so  ist  der  Ausdruck  für  die  erste  Wahrschein- 


,.  „.      ,         AK /^B ■  (C  —  C ) 

lichkeit    / ^ — 

ABC 

X- 


A  A '  J^~  A  C- 


die    letzten    aber      "~  f 

ABC 

Diese  beiden  Formeln  erfordern  eine  doppelte  Summirung,  tniil 
sind  nicht  durch  die  gewöhnlichen  Lebens-  und  Vei-bindung^- 
dauern  auszudrucken,  wie  sich  weiterhin  näher  zeigen  wird. 
Wenn  die  Frage  dahin  geht,  wie  wahrscheinlich  es  ist,  dafs 
überhaupt  A  sterbe,  nachdem  B  gestorben  ist  nach  C,  so  kann 
man  auch  berechnen,  wie  wahrscheinlich  es  ist,  dafs  A  lebe, 
nachdem  B  gestorben  ist  nach  C,  und  die  im  Text  angefülirleu 
Formel  gebrauchen.  Wenn  es  aber  darauf  ankömmt  wie  wahr- 
scheinlich es  ist,  dafs  in  einer  bestimmten  Zeit,  kleiner  als  die 
Altersergänzung  von  A,  A  sterbe,  nachdem  entweder  B  gestor- 
ben nach  C  oder  B  wenigstens  überlebt  hat  C,  so  mufs  nach 
den  in  dieser  Anmerkung  angegebenen  Formeln  gerechnet 
werden, 

Anm»  2,  Uebrigens  habe  ich  im  gegenwärtigen  §.,  in  Ucber- 
einstimmung  mit  den  §.  §.  i3i  u.  2i5,  das  Ueberleben  von  B  über 
C  auf  ganze  Jahre,  da  wo  es  durch  die  jedes  Jahr  sterbenden  B, 
deren    C   schon    vorher  gestorben  sind,  ausgedruckt  wird,   ZU 
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/.iE (C  —  C ) 

Resetzt.     Wollte  man  et- 


B     C 

wa  (las   zwiefache  UeberleLen  von  A  über  die  nach  C    verstor- 
benen B  gebrauchen   und  sonst   keine  CorrccLlon  berechnen,,. $o 

i 
könnte  man  es  für  die  Praxis  wohl 


^    A—  fAB (C— C— ) 

/   "■ • . setzen.     Wenn  man  nam- 

-^  ABC 

lieh  auf  ganze  Jahre  rechnet,  so  bleiben  In  der  Berechnung  die- 
jenigen A.  weg,  die  zwar  B  überleben  aber  doch  n\  dem  nämli- 
chen Jahre  mit    B    sterben.       Setzt  man  aber  in    dem    obigen 

X  X — I 

Ausdruck  C~    anstatt  C""    '  ,  so   nimmt  man  an,     dafs    alle  im 

xten  Jahre  abgeliende  C  vor  den  in  demselben  Jahre  abgehen- 
den B  sterben  ;  der  eine  Mangel  hebt  also  hier  den  andern  ge- 
•wifsermaafsen  auf» 


§.  218. 

Falls  bey  dieser  Wahrscheinlichkeit  des  zwie- 
fachen Ueberlebens  auf  augenblickliche  Tlieile  des 
Jahrs  gerechnet  werden  sollte,  so  würde  die  Rech- 
nung  auf  folgende   Weise  anzustellen   seyn. 

Soll  nämlich  wieder  zuerst  C,  dann  B  sterben, 

A  aber  noch  leben,    so    ist    die    Wahrscheinlichkeit 

für    irgend    einen    Augenblick    des    nten   Jahrs    z=z 

" — I                      u — 1            11 — 1                             n — I 
A —  ZA  A A  B"^ —  C 

r B~  ^'  ^^  -  "c"  + 

1^ — 1  n — 1  n — 1 

z  A  C A A  B ■ 

C ^  =  - Ä-B ^''     - 
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n — 1  n — 1  n— I  n — i     n — i 

AA ^  AB ^  A — AB — C —  , 

— ^ zdz  — tl  z 

AB  ABC 

Ti— r  u — 1  n — 1 

A  A A  B C ,        , 

+   TTS-c "'•"  + 

n — I  n — 1  n — i 

A A  B •    A  C • 

—    zdz     — 


ABC 

n — T  n — 1  n— 1 

AA AB aC , 

T =; — p; z=  d  z,   woraus  mau, 

A      X)     C 

"wenn    nach    der    Integration  z  r=r  l   gesetzt   wird, 

n — I  n — 1 

den  Werth  für  das  nte  Jahr  = 


A     B 

n — r  n — i  n — i  n — i       n — i 

^  A A AB A—     A  B —  C  — 


AB  ABC 

n — 1  n — 1  n — i 

,  A  A A  B C 

~*  ABC  ^ 

n — I  n — I  n — i 

A A  B A  C 


n  — I  n — 1  n — i 

,   AA AB AC 

3  AB~C 


ABC 

erhält.       Setzt  man 


n  — 1                n  n— r 

aber  A           —  A  anstatt    A  A           etc.    so    wird 

die  WahrscheinHchkeit  lür  alle  Jahre  = 

/CA'^  B'^)  /(A'2  B'i)            /(A'^B'S) 

f    C         j—^  j^     g—   4        A     B 

/  (A'i    B'^)  ^         /(A'^.  B's  C'g) 

'^          ä~"b  )  -  t  C        ä~b~c 
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ABC  '  ABC 

/  (A'i  B'i  C'i)  ^       /  CA'    B'^  C'^) 

Ä~B~C  "^  '"  ^  ^  "         ABC 

/  (A'i  B'i  C'S)  /  (A's  B'^  C'S) 


ABC  '  ABC 

/(A-B-C")      ^_    Und  da  V  f  A- B°-) 


ABC  '  AB 

/(A^Bs) 
—     ^— g =    I  ,    migleichen 

/  CA2  B^   C^)  /  (Ai  Bi  C^) 

=    I,    so 


ABC  ABC 

hat  man  auch   die  gesuchte    Wahrscheinlichkeit    z=z 


A- 


i    -    f    C 2^ E   (a    -    I)     b       - 


—  t 
B- 


B 


' E  a  ( b    -   I)  ]     4- 


— I  —I 

A C 


I    [ j—^ E  (a  -  I)    b    (c  -  O    - 

— I 
B 


ß E  a  (b    -    I)    c  ]     -^ 


B C 


f    [ Ä~B E  a  (b  -  I)    (c    -  I)     - 

A— — 

_ E   ( a    -    I  )     b  c     + 
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A — -  B- 


E  (a  —  1)    (b  —  I)  c    — 


A    B 

E  a  b  (c    —    I)  ]. 


c _  — . i 


c 

"Wenn  man  hiezu  die  AVahrscheinlichkeit  nimmt^ 
dafs  zuerst  B,  dann  C  und  zuletzt  A    stirbt,  nämlich 
—  1 

1-  -   f    [ ^ E    (a    ^    I)     c    - 

—  1 

c 


^  E  a(c  -  O]    4- 

—  1        —  1 

A B- 


I    [  ^— ^ E  (a  -    I)    (b  -  I)  c 


c 


c 


E  a  b  (c  —  I)  ]  — 


B G 


^    ^ B~C E  a(b-  I)    (c  ^  I)     - 


A- 


A 
A— -^  C- 


E  (a  —   1)  bc     + 


A     C 
B— ' 


E(a—  I)b(c~I)     — 


B. 


-Ea(b   —   l)c],    so    erhält    man    di 


le 


A- 


Summe  =  f  —  f  [ E  (a  —    I)    b     -j- 
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—  1 

A 


A 

—  I 
B 


B 

c— - 


(a  —    I)     c     — 


E  a  (b    —    I )     — 


E  a  (  c   —    I  )  ]  + 


A- 


f    [ j^ E  (a    -    I)  b  c     - 


B C 


B     C 


A —  C- 


E  a  (b  —  I)  (c  —  I)  ]    4- 


i    [  J^-^ E(a-I)b(c-I)    - 


B— ^ 


B 


E  a  (  b  —  I)  c     + 


A-^   B- 


A    B 

— r 

c— 


E  (a  —  O  (  b  —  1)  c    — 


-     E   a  b  (c  —  I)  ],    als  die  Wahr- 

scbeinlichkelt,     dafs    überhaupt    A    unter  den    drey 
Personen  zuletzt  stirbt.      (S.   §.   2 IS}« 

Sollten  ferner  A  und  B  diejenigen  Perso- 
nen seyn  ,  welche  zuletzt  leben,  F  und  G'  in 
der  mittlem  Zeit  abgehen  ,  P  und  Q  aber  zu- 
erst sterben,  so  hätte  man  die  vollständige  Wahi"- 
scheinlichkeit  für  einen  Au£?:enblick  des    nten  Jahrs 
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n — 1  n — 1  n — i  i 

A —  z  A  A B _  z  A  B- 


B 


AG—,    ,         G— 7        aF- 


X 


n-i  n-i  n-i 

A  F A  G ^  ^  P 

2z 1  r  T 

F     G  ■"  L  ^  P 


n-i 


+    -^ 3    [I ^ + 


f  AP —        ,     ,,  Q 

z  AQ 


n-i 

]    dz,    woraus  sich   der  Wertli  für 


Q 

jeden  Fall  finden  lafst.  AVenn  aber  auch  nur  vier 
Personen  gegeben  sind,  und  die  Wahrscheinlichkeit 
gesucht  wird,  dafs  nachdem  eine  bestimmte  Person  un- 
ter denselben  gestorben,  zwey  andre  vor  der  vierten 
abgehen,  so  enthält  der  vollständige  Ausdruck  schon 
48  verschiedene  Verbinduugsdauern  für  zwey,  drey 
und  vier  Personen. 


Von  Rent.  etc.  auf  mehr,  Leben,   S I 
Viertes    KapiteL 

Fon 

der    Dauer    des    Uehertehens    unter 

mehreren  Personen. 

§.219- 
Wenn  man  die  Zeiten,  während  welcher  un- 
ter einer  Anzahl  von  Vereinen,  die  anfänglich  aus 
m  Personen  bestehen,  die  Verbindungen  von  m  —  u 
bestimmten  Personen  ungetrennt  fortdaiiern,  nach- 
dem die  übrigen  Personen  abgesangen  sind,  zusam- 
mennimmt,  und  deren  Summe  durch  die  anfängli- 
che Zahl  der  Vereine  dividirt,  so  erhält  man  die 
mittlere  Dauer  des  Ueberlebens,  oder  kürzer  das 
mittlere  Ueberleben,  der  bestimmten  Verbindung 
nach  m  —  u.  Ist  m  —  uzn  i,  so  hat  man  das  Ue- 
berleben einer  einzigen  Person  über  die  andern  mit- 
verbundenen   m  —  I. 

§.  220. 

Wird  das  Absterben  der  Einzelne?!  als  gleich- 
niäjsig  angenommen  ,  und  sind  anfänglich  m  Per- 
sonen von  dem  nämlichen  Alter  a ,  wozu  die 
Ergänzung  «  gehören  mag ,  verbunden ,  so  ist 
das  mittlere  Ueberleben  der  Verbindung  von  m 
—  I  bestimmten  Personen  über  die  mte  Person  = 
II.  F 
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f  Ca  -^  x)m— I  X  d  X 

•^  .V 1 ,    das  mittlere    Ueberle- 


ben  der  Verbind'nng  von  m  —  2  bestimmten    Per- 
sonen über  die  beiden  übrigen  = 

/  C«   —  x)m-2  x^dx  •     ..r     l,        .  J 

— £ _ j    so  wie  überhaupt  das 

«m 

mittlere  Ueb erleben  der  bestimmten  Verbindung  vom 

/  (a  —  x)ni — u  xu  d  X 


Grade    m  —  u    =: 
Es    ist    aber 


1"  („   —   X)m— u  X"  d  X 


1  m  —  II 

(ßTn— u  y  xii  d  X  — cjm— u— I  yxu  f  i  d  x 

m  —  u.m  —  u  —  I 

_L      , — . , ^m — u — 3.    /  X»  t  ^  d  X 

1.2  "^ 

—  .    .     -j-yxm  dx),    und,    wenn  man  integrirt, 
demnächst  x  r=r  «  setzt,  und  mit  «m  dividirt,  so  wird 

f  (a    —  x)m — u  XU  d  X  a  m — U    « 

«ra  "   t   I  ^     ^t^ 

+           m  —  u.m  —  u  —  I  u  — 

1.2  u  f    3  •   •     i 

a  .  I  m  —  u        I 

- — ; — .      Nun  ist  aber  «  ( — ; —    — ; — 

mfi  u-f-i  iuf2 

m  —  u.m   —  u  —   I  I  — 

1.2  u  t  3  •  *     «^ 

I         I    .   2   .  .  u  a 


m  -|-   I  m  .  m  —   i  .   .  m  —  u  f  i  m  f   i 

(Siehfi  Anm.  I   im  gegenwärtigen  §.)  j  folglich  wird 
/  (a  —   x)m— u  XU  d  X  I  .  2    .  .   U  ec 

((xn  m.m  —  I  . .  m  —  ufi  mf  i 
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Ferner    ist    nach    der    Hypothese    • :=: 

■'  u  f    I 

E  au  ,  d.  h.  gleich  der  mittlem  Dauer  der  Verbin- 
dung von  u  Personen  des    zur  Ergänzung  a    gehö- 

«  « 

ripen  Alters   a,    — - —  =:  Eau  f  i ,  ; —  =  E  aufa 

"  u  f   3  u   -j-    3 

etc.  (§.  203  b.).  Folglich  hat  man  auch  das  mitt- 
lere Ueberleben  einer  Verbindimg  unter  m  —  u 
bestimmten  Personen  über  die  übrigen  u  nr  E  au  — 

m  —  u  m  —  u  .  m  —  u  —  i 

E  au  1 1    -j E  au  t  3 

I  1.3 

—                             m  —  u     m  —  u.m  —  u  —  i 
—  ,,  -f-  Eam,  wobey  • ? 

-'  I  1.2 

etc.  die  Anzahl  der  möglichen  Verbindungen  nach 
I,  2  etc.  unter  den  m  —  u  überlebenden  Personen 
bezeichnen. 

Wird  also  z.  B.  das  mittlere  Ueberleben  einer 
einzigen  bestimmten  Person,     die  mit   einer    andern 
gleichen  Alters  verbunden  ist,  gesucht,  so    hat    man 
f  (u  —  x)xdx  /"xdx  f  -x.-  dx 


«' 


;;— ,  welches,  wenn  x  =rr  «  ist. 


r 


2  «  3  «- 

cc  cc  cc 

= r=  ■ wird,  wie  schon  vorher  im 

236 

dritten  Abschnitt  angegeben  worden.  Suchte  man 
bey  einer  anfänglichen  Verbindung  von  drey  Per- 
sonen vom  Alter  a  das  mittlere  Ueberleben  einer  be- 
stimmten Verbindung  von  zwey  Personen  über  die 

F  2 
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f  {a    —   X)'   X  d  X 
dritte,  so  hatte  man = 

I  a=    x2  2«x5  I        ^'*       ** 

«»2  3  4  3 

-^  —  ,  wenn  namlich  x  -zzz  « 


3  4  12 

ist.      Eben  so  ist  das  mittlere  Ueberleben  einer   ein- 
zi^ren  bestimmten  Person  unter  dreien  von  gleichem 

T     1    •  1                              /  C"  —  x;  x^  dx 
Alter  über  die  beiden  andex'n  r=  " 


ce 


X»  x-»        «  «     «      p. 

3  a*               4  «^  3              4             12 
X  z^  a  genommen. 

Anm,     1,      Der    in  diesem     §.    angefiihi-le  Satz ,     daf'j 

1              m  —  u       I  m  —  u.m  —  u  —  i          i 

Ufl                   XUfl  1.2  ut3 

I  I     .     2         .     .         U  I 

m  fi  m.m  —  i..m  —  ufi      mfi 

sey,   ergiebt  sjcJi  folgendermaafsen. 

m  I 

Wenn   man   zuerst     die  Reihe   i   — • y 

I  2 

m.m  —   I  I  m  .  m  —   I  .  m  —  2        r 


1.2  3  1.2.3  4 

m.m  —   I   . .   I  I 

•j-     ,    .     J •   nr  .S  nimmt, 

—  I   .  2     .  .     m         m  f  I 

m  t  1     ,      m  f   I  .  m 
so    ist    I  —    (m  t  i)   5  ZZ    I   —     . J 


m  -|-  I  .  m  .  m  —    i 


1.2.3 


X  1.2 


I 

o,   folglich   (m   7   i^  S  ZU   1,   und  S  ~. -. 

m  f  X 
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Ferner  ist  ^  ZU 

m-i       I        m-i.m-2  i  m-1.m-2.m- 3  i  ^ 

I          2'i.2  3  i.a.j  4I 

1  m-i  I  m-i.ni-i  1} 

2  13  1.3  4] 

(  ^m  -  1 .111  -  2  ..  I        1 

14.,^+ . 

I  *  I  .  2  . .  m  -  I         m 

'              —  m-i.m-2..2        I      .         I 
!    I    . .    I .  -^_  t   _, 

1  I  .  2   .  .  m  -  2  in  in  -f  i 

oder  S  31  T  —  U.     Da  nun,  nach  dem  vorhergehenden,  T  ZZ 


I 

I 

■           > 

so  ist  U  —  T  —  S  — 

['      m 

m 

m  f  I         mti.ni 
Weiter  ist  U  ZZI 
1      m-2      I      m  -  2.m  -  3      i      m-2.m-3.m-4      i^ 
Jj  1*3  1.2  4        1.2.3  5 


I  m-2        I      m-2.m-3      ij 

/      3  i  4  I       .       *  5) 

[,  m-2.m-3..i        1 

i  1 .  2  . .  m  -  2         m 

'  ,m-2.m-3..2        I I 

r    t   .   .   t . I  — --^    , 

[  — -      i.2..m-3  m    'mfi 

oder  U  HZ  V  —  W.      Nun  ist  nach   dem   vorhergehenden  V  H 
,  folglich  W  =  V  —  U  ZZ  ^ - 


m  .  m  —  I  m  .  m 

I  1.2 


mfi.m         mfi.m.m  —   i 

Wenn  man  ferner  auf  eine  ähnliche  Art  W  in  zwey  Rei- 

I  m  —  3  I 

hen  zerlegt,  nämlich  in  X  ZZ  —    *  — ^^ — 

3  I  4 

—       m  —   3.m  — •4..t  I 

I     ,    .    4- Z und  y  — 

I  .  3  . .  m  —  3  m 
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m  —   3  .  m   —  4  •  •  2  i     t        i  . 

— — .  • i ,   so  ist  nach 

I  .  2   . .  m  —  4  m  —  ni  f  I 

1.2 

dem  Vorliergehendcn  X  :,   und 

m .  m  —   I  .m  —  3 

I     .    2 

Y  z;  X  -V.  w  : 


111  .111  —    I  .  m  —  2 
1.2.3 


.etc. 


m  "J*  I .  ni .  ni  —    i  m  f  i  .  ni .  rn  —  i .  m 

Anni.  2.  Man  kann  indeTseu  das  mittlere  Ueberleben 
Tinter  Personen  von  gleichem  Alter  nach  der  Hypothese  noch 
leichter  finden.  Es  ist  nämlicli  unter  der  oben  erwähnten  Vo-r- 
aufsetzung,  wenn  anfänglic]i  eine  Vei-bindung  nach  m  besteht 
und  (X  die  Altersergänzung  ist,  das  mittlere  Ueberleben  aller 
gleichnamigen  Verbindungen,  von  Avelchem  Gi-ade  sie  auch  seyn 
mögen,  zusammengenommen  über  die  nächsthöhere  Verbindung 

—~ ,     indem  der  Voraufsetzung    nach   die   Zeiten  von 

111  f  I 

dem    Abgange    irgend  einer  Person    aia   bis    zum    Abgange  der 

nächstfolgenden  gleich  sind.      Nun  sind  aber  unter   ra  Personen 

m .  111   —    I    . .    u  f    I 

— — . — : Verbindungen     vom    Grade 

1.2     .  .     111    U 

111 .  111  —   I   .  .  in  —  u  f  I 

m  —  u,    oder  auch  — — 

1.2        .    .        U 
Verbindungen    vom    Grade    u,     deren    Anzahl    der  Zahl    derer 

vom  Grade  m  —  u  gleich  ist.       Folglich  ist   das  mittlere  Ue- 
berleben   jeder    einzelnen    bestimmten  Verbindung  vom  Grade 

I    2    .  .  in  —  u  a 

Ol  —  u  ZZ 7 — T—  > 

ra.m     —     I     ..     u     t     I       mfi 

I  .  2   . .  u  a 

oder  auch  "HZ • ■ — ^ 

111  ,  m    — ;     I     .  .    m   r—    U    t     I  111    f     I 
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So  ist  z.  B.  in  einem  Veroine  von  drey  Personen  das  mittle- 
re Ueberleben  einer  bestimmten  Verbindung  zu  zwey  ZU 
1.2  C 


~ — :    ,    imgleiclien  das  mittlere  Ucberlc- 

3.2  4  12 

I  «  « 

ben  einer  eiiizi''«u  bestimmten   Person    ZZl    *"""    ~ — "  ^^^  — • 

5         4  12 

■wi«  *chün  oben  anaesobtu   worden. 


§.  221. 

Suchte  man  wieder  nach  der  Hypothese  bey 
einer  anfängHchen  Verbindung  nach  m  unter  Per- 
sonen von  verschiedenen  Altern,  wozu  die  Fir- 
gäuzungen  « ,  ß ,  y  .  .  k  gehören  mögen ,  das 
mittlere  Ueberleben  einer  bestimmten  Verbin- 
dimg nach  m  —  u  unter  Personen,  deren  Alters- 
ergänzungen «j  /?,  y,  8,  über  die  andern  u  Perso- 
nen» denen  die  Altersergänzungen  f,  ?;,  . .  «  zuge- 
hören,   so    wäre  der  allgemeine  Ausdruck  dafür  =r 

/  («  —  x)   (/?  —  x)    .  .    (^  —  X)   X»  d  IC 

a      ß      .   .      d  ,   f      j]      .   .      K 

Das    aus    den    zweitheiligen    Factoren    des    Zählers 

bestehende  Product  wird,   wenn  man  multiplicirt,  = 

uß  ..rf  —  Px-fQx-  —Rx»  +  ..-f-T  xm-u-i 

-|-  X  ,    wo    P    die  Summe  aller  Verbindungen 

nach  m  —  u  —  i  unter  den  m  —  u  Zahlen 
«,  jff,  . .  «y,  Q  die  Summme  der  Verbindungen  nach 
va.  —  u  —  2  unter  denselben  Zahlen,  R  die  Simx- 
me  der  Verbindungen  nach  m  —  u  —  3  etc.,  so 
wie  T  die  Stim^me  aller  einfachen  Factoreii  «t,^,^*^ 
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ist.       Multlplicirt    man  nun    jeden  Theil  mit  xu   d  x 
und  integrirt,  so  wird 

/  («  —  x)  iß  —  x)  . .    («y  —  X)  xu  d  X  


«   ß  .  .   ö.et]   . .  X 

I 

XU  f  1 

p        XU    t    2 
U    t     2 

+ 

uß  ..  d.6   .. 

X                                      U    f    I 

X..  +  3 
u   t    3 

R    ^7*      -. 

u  t  4 

xm 

.  —  T 

m 

-± 

xm  f  1 

Sötvt        VMCITI         -V        (-tIqi/^It          , 

AI. 

ni   f    I  ° 

tersergänzung,  so  hat  man  das  gesuchte  Ueberleben 
bis  zum  Ablauf  der  Meinsteti    Altersergänzung. 

Wenn  also  die  ältste  Person  von  der  Alterser- 
gänzung /  unter  den  Ueberlebenden  ist,  so  erhält 
man  auf  einmal  den  vollständigen  Werth,  indem 
nach  Ablauf  der  Altersergänzung  y  keine  Verbin- 
dung nach  m  —  u  unter  den  überlebenden  Perso- 
nen Statt  findet.  Wenn  aber  eine  Altersergänzung 
unter  den  zu  überlebenden  Personen,  z.  B.  7;,  klei- 
ner ist  als  die  kleinste  Altersergänzung  unter  den 
Ueberlebenden,  so  dauert  nach  Ablauf  der  Zeit  // 
das  Ueberleben  der  m  —  \\  Personen  fort;  da  aber 
im  Zähler  des  zu  integrirenden  Ausdrucks  einer  von 
den  u  Factoren  in  xu  nun  z=z  rj  geworden  ist    und 

X 

nicht  weiter  wachsen  kann,  so  wird  —   =  I,    und 

es  fällt  im  Zähler  einer  der  u  gleichen  Factoren, 
im  Nennner  aber  der  Factor  /;  weg.  Will  man 
das  Ueberleben  für  die  Zeit  y,  nämlich  vom  Ab- 
idui   der  kleinsten  Altersergänzung  bis    zum  Ablauf 
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der  nächst  oröfsern,  besonders  berechnen,  so  mufs 
man  ,  da  u^  ß,  .  ,  ö  jedes  im  Anfange  dieses  Zeit- 
raums um  r]  kleiner  geworden  sind,  im  Zähler 
anstatt  «,  ß  etc.  setzen  a  —  /;,  ß  —  ?;  etc.  Al- 
so wird  das  Ueberleben  für  diesen  Zeitraum  nz: 
f  (d—V  —  j)   (ß—v—j)  "  (^  — >/— y)    y^^— idy 

aß  .  .  ö  .  e  .  .  A 
Giebt  es  aufser  ^  noch  eine  andre  Altersergänzung 
unter  den  zu  überlebenden  Personen,  z.  B.  z,  die 
kleiner  ist  als  die  kleinste  Altersergänzung  unter 
den  Ueberlebenden,  so  fällt  noch  ein  Factor  y  im 
Zähler  und  jc  im  Nenner  weg,  und  es  ist  im  Zäh- 
ler «  —  z  anstatt  «,  ß  —  y.  anstatt  ß  etc.  zu  setzen. 
Man  hat  also  hier  aufser  der  ersten  Berechnung 
noch  so  viele  Theil  -  Berechnungen  anzustellen  als 
verschiedene  Altersergänzunoen  unter  den  zu  über- 
lebenden  Personen  vorhanden,  die  kleiner  als  die 
kleinste  Altersergänzung  unter  den  Ueberlebenden 
sind.  Uebrigens  werden  schliefslich  alle  einzelne 
Theile  des  Ueberlebens  zusammen  addirt.  Um  der 
Weitläufigkeit  dieser  Berechnung  zu  entgehen,  ist 
es  am  rathsamsten,  wenn  nicht  die  kleinste  Alters- 
ergänzung einer  der  überlebenden  Personen  zuge- 
hört, auch  selbst  bey  der  Hypothese  des  gleichmäs- 
sigen  Absterbens  die  im  folgenden  §.  angefüla'te 
Formel    zu    gebrauchen. 

Beyspiel :  Wenn  m  =  4  ist,  die  Alterser- 
gänzungen der  vier  Personen  «,  /?,  y,  d  heifsen,  und 
das  Ueberleben  der  drey  Personen  ABC  über  die 
vierte     gesucht     wird ,     so    hat    *nan     dafselbe    z=: 
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[a   ß    y    ~- (uß  +  «7  +  ßiO 


4~    C«   ~t"  /^    4"  /) J  7    """^    wenn     j/ 

4  5 

die  kleinste  Aitersergänug  ist,    so  wird  das  vollstän- 
dige   Ueberleben     bis    zu    Ablauf    der    Zeit    y    : 

— —  c-7 — («^+«7  +  /?/)—^  -f 

a  p  y  0  2  3 

4  5  « /i  y  ö  3  .  ?. 

—  («-[-/?)  — j ].      Das  Ueberleben    der 

3*4  4  •  5 

beiden  Personen  A,  B  über  die  beiden  andern  ist  z= 

—^  [aß— C«  +  ß)  --  +  — -]  ,  und, 

cc  ß  y  0  3  4  5 

wenn  ß  die  kleinste  Altersergänzung  ist,  so  wird  der 

I  /?*  /?'♦ 

vollständige  Werth  =  ■ [c<  ß- («4-^) — 

aß  yd  3  '4 

JL.    J 1  —  («    -T L_).       Endlich 

^        5  ußyd  3.4         4.5^ 

wird  das  Ueberleben    der  einen  Person  A  über    die 

I                 x**              x' 
andern  drev  =  ~ (« — )>  und  Avenn 

^        aß  yd'  '4  5 

«  die  klemste  Altersergänzune,    =1: C 

^  °  «/?/«y  4 


5  <x  ßy^    4  '  5 

Aum,  So  wie  in  den  beiden  vorliergehenden  ^.  das  voll- 
ständige Ueberleben  nach  der  Hypothese  bestimmt  ist,  könnte 
man  auch   den  Werth  dclselben    finden,     wenn  es   etwa  nur  auf 
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volle  Jahre  berechnet  werden  sollte,  indem  man  in  den  angege- 
benen Formeln  anstatt  «  —  X,  3  —  X  etc.  die  Wertlie  «  — n, 
ß  —  n  etc.,  imgleichen  anstatt  yd  x,  y  x  d  x  etc.  die  Sum- 
men der  natürlichen  Zahlen  in  ihrer  Ordnung,  oder  f  n  j  /  n 
etc.  setzte.  Durch  Snhtraclion  dieser  Werthe  von  den  voll- 
ständigen Werthen  erhielte  man  einen  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Correction  des  Ueherlebens,  falls  es  nur  auf  ganze  Jah- 
re berechnet  wäre.  Ich  glaube  aber  eine  weitere  Auseinander- 
setzung hier  sparen  zu  können,  da  von  der  Correction  noch 
unten  geredet  werden  wird, 

§.  222. 

"Wenn  anfänglich  die  Personen  A,  B,  C,  D, 
F,  G,  H  von  den  Altern  a,  b,  c,  d,  f,  g,  h  ver- 
bunden sind,  und  nacli  jeder  Sterhensordjiung  ohne 
Unterscliied  das  Ueberleben  der  vier  verbundenen 
Personen  A,  B,  C,  D  über  die  drey  übrigen  zusam- 
mengenommen, d.  h.  die  Dauer  der  ungetrennten  Ver- 
bindung unter  AB  CD  nachdem  die  letzte  der  übrigen 
Personen  verstorben  ist,  gesucht  wird,  so  ist,  auf  volle 
Jahre  gerechnet,  dieses  Ueberleben  für  das  xte  Jahr  •=. 

A— B— C— D— (F  — F— )  CG  — G— )  (H  — R— ) 
ABC     D  F     G     H 

f        X         X  K  X         X       ^ 

A— B— C— D—  F—   } 

ABC  DF        ^  I 
'  1 

XXXX  JXXX  X  ^1 

_    A— B  -C-D-     _   i  A-  B—  C—  D— G—   l 
~"        AB  C  D        ~"    I  A  B   C  D  G  i 

XXX  X  V  I 

I  A—  B—  C—  D—  H—   I 
l         A  B  C   D   H  J 
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(  X  X  X  X  X  X 

A  -  B  -  C—  D—  F—  G— 


ABC 

DFG 

XXX 

A—  B—  C— 

XXX 

D-  F—  H— 

ABC 

D    F     K 

XXX 

A  -  B-  C— 

XXX 

D-  G-  H— 

+  <!  A—  B—  C—  D-  F—  H—  ;  _ 

'  A  T.>         O  T-^         l;i         TT  1 


1  A     B     C     D     G    H  J 

X  X  X  X  X  XX 

A—  B—  C—  D—  F—   G—  H— 


A    B     C    D     h'     G    H 
Folglich  erhält  man  das  Ueb erleben  für  alle  Jahre  = 

(  X  X  X  X  X         *| 

/CA— B— C— D"^F— ) 
I        A    B     C     D    F""    I 

/  CA-B-c''  D— )  _   !/CA~B— C— P— G— )  [ 
~A     B     C     D  j        ABC    DG        i 

}  XXX  X  n       I 

l/CA— B— C— D — H— )  I 
[       ABC    D    H        J 

(  xxxxxx) 

/  (A—  B--    C—  D—   F—  G— ) 
Ä    B     C     D"  "F^G 

X  X  X  X  X  X  I 

^  <j      /  (A—  B  -  C—  D—  F—  H— )       !>_ 

i  A    B    C    D     F^    H  ! 

I 

X  X  X  X  X  X  I 

}      /  (A —  B —  C—  D—  G —  H — )      I 
{  '  A    B    C    D     G  H  J 

X  X  X  X  X  X  X 

/  (A —  B —  C—  D —  F—  G—  H— )       _ 
"''  a~"b'   C    D    F    G~H  ~ 
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(e  a~bcdfl  fE  äbcdfgl 


Eabcd— <|Eabcdg^    +    <jEabcdfhi>    — 
1  E  a  b  c  d  h  I  j  E  a  b  c  d  g  b  I 


E    a  b  c  d  f  g  h. 

Sieht  man  nun  die  hier  zusauimeiigestellten  Theile 
von  gleichviel  Dimensionen  als  ein  einziges  Glied  an, 
so  ist  das  erste  Glied  gleich  der  Verbindungsdauer 
der  vier  überlebenden  Personen,  das  zweite  Glied 
gleich  der  Summe  der  mittlem  Dauer  aller  Verbin- 
dungen der  vier  überlebenden  Personen  zusanunen- 
genommen  mit  je  einer  der  zu  überlebenden,  das 
dritte  Glied  gleich  der  Summe  der  mittlem  Dauer 
aller  Verbindungen  der  vier  überlebenden  zusammen- 
genommen mit  je  zwey  der  zu  überlebenden,  und 
das  vierte  Glied  ist  die  mittlere  Dauer  der  Verbiu- 
duijg  der  vier  überlebenden  Personen  zusammenge- 
nominen    mit    den    drey  zu    überlebenden.      Wenn 

man  ferner  mit    E  IV  die    mittlere  Verbindungsdau- 


er   der    vier    überlebenden    Personen,    mit  E  IV  .  I, 

E  IV  .  II  etc.  die  Dauer  der  Verbindung  der  vier 
überlebenden  Personen  mit  irgend  einer,  mit  irgend 
zwey  etc.  der  zu  überlebenden  Personen,  ferner  mit 

S.E  IV  .  I,  iS.E  IV  .  II  etc.  die  Sunmien  der  mitt- 
lem Dauer  aller  Verbindungen  zwischen  den  vier 
überlebenden  Personen  zusammengenommen  inil  je 
einer,  je  zwey  etc.  der  zu  überlebenden  Personen 
bezeichnet,  so  hat  man  das  gesuchte  Ueberleben  = 
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EIV  —  5.EIV.I  +  5.  E  IV.  II  —  EIV.IIL 
Da    aucli  ein  Prodiict  von    der    Form 

(F— F-)  (G— G~)  (H— H-)  (K— K-)  (L— L") 
"~F  G  H  K  L"~' 

aus  wie  vielen  Factoreu  es  auch  bestehen  mag, 
wenn  man  dafselbe  in  seine  Theile  auflöset^  immer 
folgende    Form    hat: 

[     F—      I        [f—  G— 1        I  F-G-H-] 
^   I         F        I    ,    1"F~"G~I        I     FGH     I 

!  X  fix  X       ^  I  X         X        X     f 

I      G—      I        |F—  H  — I        I  F-G-K-  I 
[        G       j        l~F~H     J        l     F  G  K   J 


I 


X                  X                    X                  X 

F        G       H        K 

\ 

F     G     H     K 

X                 X                 X                 X 

F        G        H        L 

1 

i 

F     G     H     L 

SO  sieht  man  leicht,  dafs  das  obige  Gesetz  allgemein 
gelten  müfse.  Wenn  also  die  Anzahl  der  Personen, 
woraus  anfänglich  die  Verbindung  besteht,  =  m 
ist  und  das  Ueberleben  von  m  —  u  oder  n  bestinmi- 
ten  Personen  zusammengenommen  über  die  übrigen 
VI  Personen  gesucht  wird,  wenn  ferner  E  N  wieder 
die  mittlere  Dauer  der  Verbindung  der  bestimmten 
n      überlebenden     Personen      zusammengenommen , 


E   N  .  I  ,    E  N  .  II  etc.  die  Dauer  der  mittlem  Ver- 
bindung zwischen  den  n  überlebenden  Personen  zu- 
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sammengenommen    mit    irgend    einer ,     mit    irgend 
zwey    etc.     der    zu    überlebenden    Personen ,    auch 

5  .  E  N  .  I,   5  .  E   N  .  II  etc.  die  Summen  dieser  Ver- 
bindungsdauern bezeichnen,  so  ist  das  gesuchte  mitt- 


lere Ueberleben  =  E  N  —  5.E  N  .  1  +  5.E  N  .  II 

—  5 .  E  N.III  -f-  . .  +  E  N .  LT,  wo  das  letzte 
Glied  bejaht  ist,  wenn  u  eine  gerade  Zahl ,  und 
verneinnt,    we  nn  u  ungerade  ist. 

Wenn  z.  B.  zwey  Personen  vom  Alter  a  und 
b  anfänglich  verbunden  sind,  so  ist  das  mittlere  Ue- 
berleben der  Person  A  =  Ea  —  E  a  b  (§.  137). 
Besteht  die  anlängliche  Verbindung  aus  drey  Per^ 
sonen  vom  Alter  a,  b  und  c,  so  ist  das  Ueberleben 
der  Person  A  über  die  beiden  andern  zusammenge- 


nommen =:Ea  —  (E  ab-j^Eiac)  -|"  Eabc, 
das  Ueberleben   der  beiden    verbundenen    Personen 

A  und  B  über  die  dritte  rzzEab  —  Eabc. 
Sind  anfänglich  vier  Personen  verbunden,  so  hat 
man  das  Ueberleben  von  A    über  die   drey    andern 

zusammengenommen    =.    Ea    —  (Eab-j-Eac 

+  E  a'd)  4-  (E  rb~c   4-    E  rb"d  -|-  E  aTd)  — 


E  a  b  c  d,     das    Ueberleben    der    beiden    verbunde- 
nen Personen  A  und  B  über  die  beiden  andern  rrr 


E  a  b  —  (E  a  b  c  +  E  a  b  d)    -|-    E  a  b  c  d,    und 
das    Ueberleben    der    drey    Personen    A,  B  und  C 

zusammengenommen     über    die  vierte  =  E    a  b  c 

—  E  ab  c  d. 
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Fafst  man,  wie  hier  geschehen,  diejenigen  Thei- 
le,  ATeiche  gleichviel  Dimensionen  haben  ,  in  ein 
Glied  zusammen,  so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der 
Theile  jedes  Gliedes  aus  der  Anzahl  der  zu  überle- 
benden Personen.  Ist  eine  einzige  Person  zu  über- 
leben,  so  giebt  es,  aufser  der  einen  Verbindung  der 
überlebenden  Personen  unter  einander,  nur  eine 
Verbindung  der  überlebenden  Personen  mit  der  ei- 
nen zu  überlebenden,  und  der  Ausdruck  für  das 
Ueberleben  hat  zwey  Glieder,  wovon  jedes  nur  ei- 
nen Theil  hat.  Sollen  zwey  Personen  überlebt 
werden,  so  giebt  es,  aufser  der  einen  Verbindung 
der  überlebenden  Personen,  zwey  Verbindungen 
dieser  zusammengenommen  mit  je  einer  der  zu  über- 
lebenden, und  eine  einzige  Verbindung  der  überle- 
beiiden  mit  den  beiden  zu  überlebenden;  man  hat 
also  drey  Glieder,  wovon  das  erste  und  letzte  einen, 
das  zweite  aber  zw^y  Theile  hat.  Sind  überhaupt 
n  Personen  zu  überleben ,  so  erhält  man  n  -j-  I 
Glieder,  und   die  Anzahl  der  Theile  des  ersten  Glie- 

nes  ist    irr   i  ,    des    zweiten    rrr    n,    des  dritten  rrr 

I  .  n  —   2 

etc. 

3 

Wenn  also  die  anfängliche  Anzahl  der  verbun- 
denen Personen  =z  m  und  alle  von  gleichem  Alter 
a  sind,  so  ist  das  mittlere  Ueberleben  von  m  —  ii 
bestimmten   Personen  über  die  übrigen  u  zusammen- 

senomnien  zzr  E  am — u E  an»  —  "  t  i     -f- 


ö 


"    •    "   —    I    -     m  — u  t  2 


I 

Ea'"~"  "T  ^  —  .  .  +  Ea"\ 
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Anm.   I,      Dieser  letzte  Au.sclnick  ist  von  dem   Im  §.    3,ao 
angegebenen,  wonach  das   Uel)erlebcn    der  m  —  ii  besLimmtcii 

■n  -  TT  H  m  —  U  ^j   ^ 

Personen ha Jb  a      '        -f 

I 

111  —  u  .  ni  —  u  —  I  _    u  +  2 


E  a"   '   ^  —  .  .,  der  Form 
1.2 

nach  verschieden.      Indefsen  geben  doch  beide  Ansdriicke,  M'cnn 
das  Alter  der  Personen  und  die  jährlichen  Decremente  der  ein- 
zelnen Lebenden   gleich   sind,   dafselbe  Resultat.     Es  ist  näm- 
lich,   wie  vorher    gezeigt  worden, 
m  .  m  —   I   .  .   ni  —  u  f   i     /  («  —  x)ni — u  xu  d  x 

«  m.m—  i..iiti     f  (a  —  x)u  xm — u  d  x 


mfi         I  .  2      .  .      na  —  u  «• 

f  (a    —    x)m— u  XU  d  X 


und  folglich 


y    ( a      —      X  )u      xm  —  u     d   X 


«na 
ni  —  u 


Ea"'-"  t   1  I  .^       Der  Grund 


I 

des  Unterschiedes  In  der  Form  beider  Ausdrücke  liegt  darin, 
dafs  vorher  die  Anzahl  der  überlebenden  Personen ,  hier 
aber  die  der  zu  überlebenden  Personen  durch  zweitheilige 
Factoren  bezeichnet  worden» 

Anm,   3.     Uebrigens  bemerke  ich  noch  ausdrücklich,   dafs 


liier  \inter  5"«  E  N  .  I  die  Summe  der  Dauer  aller  Verbindun- 
gen von  n  Personen  zusammengenommen  mit  je  einer  der  übri- 
gen m  —  n  verstanden   worden.      Wo  später  die     Bezeichnung 

S  ,'E  N  f  I  vorkömmt,  ist  darunter  die  Summe  der  Dauer  aller 
Verbindungen     nach    n  f  i    unter    den    gegebenen  m  Personen 

II.  G 
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zu  verstehn,  wo  also  nach  die  zwischen  den  Einzelnen  unter 
den  n  Personen  und  den  übrigen  m  —  n  Statt  findenden  Ver- 
bindungen nach  n  f  1  mitgezählt  werden. 


§.  223. 

In  den  vorhergehenden  §.  §.  Ist  vorausgesetzt, 
dafs  das  Ueberleben  nur  auf  ganze  Jahre  bestimmt 
werde,  so  dafs  nur  in  Betracht  kömmt,  wie  viel 
Vereine  der  überlebenden  Personen  am  Ende  jedes 
Jahrs  bestehen,  imgleichen  wie  viele  Vereine  der 
zu  überlebenden  Personen  zu  der  nämlichen  Zeit 
ausgestorben  sind,  und  es  ist  dabey  angenommen, 
dafs  die  erstem  Vereine  die  letztern  um  ein  ganzes 
Jahr  überlebt  haben.  Die  Anzahl  der  erstem 
nimmt  indefsen  vom  Anfange  des  Jahrs  bis  zum 
Ende  defselben  ab,  so  wie  die  Anzalil  der  ausge- 
storbenen Vereine  unter  den  übrigen  Personen  wäh- 
rend des  ganzen  Jahrs  zunimmt.  Soll  auch  hierauf 
Rücksicht  genommen  werden,  so  läfst  sich  freilich 
eine  Formel  für  die  Correction  des  vorhin  gefun- 
denen Ueberlebens  angeben  ;  da  indefsen  schon  der 
im  §.  209  angegebene  Ausdruck  für  die  Correction 
der  Verbindungsdauer  mehrerer  Personen  ziemlich 
zusammengesetzt  ist,  so  ergiebt  sich  von  selbst,  dafs 
die  Formel  für  die  Correction  des  Ueberlebens 
noch  weitläufiger  seyn  müfse,  imd  für  die  Ausübung 
nicht  bequem  seyn  könne. 

Wenn  aber  die  Theile  des  Jahrs  mit  in  Rcch- 
nuug  kommen    sollen,    A  und    B    die    überlebenden 
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n- 


Personen  sind  und  der  Kürze  wegen  A  -  xA  A 

ni-j-x  11 — 1  n — 1  lu-fx 

mit    A         ,    B  —  X  AB  mit    B  etc. 

bezeichnet   wird,  so  ist  bey  Ablauf    der    Zeit  x  im 

nten    Jahre    das    vollständige    Ueberleben    rr: 

mfx         mfx  m+x  mfs 

/  A B (F  — F )  (G  — G )  dx    _ 

mfx         m+x  mfx  mfx         mfx 

/  A B-—  dx       /  A B F dx 


AB  AB 

mfx         mfx  mfx 

/  A B G ■    d  X 

A     B     G 

mfx        mfx  mfx  mfx 

/  A—  B F G d  X 


+ 


A     B     F     G  '     ^^^"    ^^" 

entwickelte    Ausdruck  eben    dieselbe    Form  hat  als 
der  im    §.    222    angegebene.      Wenn  man  nun   in 

mfx  mfx 

jedem   Gllede    anstatt    A       ~  ,    B  etc.    wieder 

n — 1  n — 1  n — i  n — i 

A —  X  A  A  ,    B —  X  A  B ,  oder 

n  n — I  n  n — l 

auch  A—  4-  (I— X)  A  A ,    B—  -f  (r— x)  A  B 

etc.  setzt,  so  erhält  man  lauter  Ausdrücke  für  die 
vollständigen  Verbindungsdauern  während  des  nten 
Jahrs,  und  durch  Zusammenlegung  der  Werthe 
für  alle  Jahre  die  vollständigen  Verbindungsdaueru 
bis  zum  gänzlichen  Absterben  der  allsten  Person 
in  jeder  Verbindung.  Um  also  das  mittlere  Ueber- 
leben   vollständig    zu    erhalten ,    darf    man    nur   in 

G   2 
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der  in  dem  §.  222  angegebenen  Formel  auf  ganze 
Jahre  die  vollständigen  Wertlie  aller  Verbindungs- 
danern  setzen.  ~ 

Uebrigens  siebt  man  leicbt,  dafs  man  die  voll- 
ständigen Wertbe  nicht  nur  durch  die  hinzuzufü- 
genden Correctionen,  sondern  auch  durch  che  mi  §. 
209.  b.  angegebenen  Ausdrücke  für  die  Verbindungs- 
dauern erhalten  könne.  Für  das  Ueberleben  von 
A  über  B  und  C  in  einem  Vereine  dreier  Perso- 
nen,  wofür  der  Ausdruck  ai;f  ganze  Jahre  E  a    — 

Eab    —    Eac    -j-    Eabc,    erhielte    man    also 

—  1 

A 


A 


E  a    —    1    -f  f  E  a     — 


A B-— 

ä~1b 


E    (a   —    1  j   (b    —    I)     — 


1 


A 

— 1 
B 


E   (a    ~     1)    b     — 


B 

— 1         — 1 
A C 

■       Ä     C 

— 1 

A- 


Ea(b—    I)    —    f    Eab 


E  (a  —   1)    (c    —   I)     — 


A 


E   (  a  -   I  ) 


-Ea(c    —     I)-—   fEac     -f- 
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A — ^B — ^C^^_ , 

ABC ^"""^^  ^^~^^  ^"""^^  "^ 

A-—  B— - 


52 ^— B E   (a  -  I)  (b  -  I  )  c     + 


A C- 


A     C 

— 1        — 1 
B C 


, E(a—   I)b(c  —  I)     + 


B      C 

— 1 
A 


E   a  (h  —    I)    (c  —    I)     + 


xZ 


A 

• — 1 
B 


E   (a  —   I)   b  c     -f~ 


B 
C 


E   a  (b  —   1)  c     4- 


j2  v^ —    E   a  b  (c  —   1)  -j-4  E  abc.    etc. 


§.  224. 

Bisher  ist  das  Ueberlebeii  collect  iv  betrachtet, 
d.  h.  in  der  Bedeutung,  dals  eine  Pei'son  oder  eiu 
Verein  eines  bestimmten  Grades  alle  übrigen  Mit- 
genofsen  überlebe.  Es  kann  indelsen  auch  das  Ue- 
berleben  disjunctiv  genommen  werden,  d.  b.  in 
dem  Sinne,  dals  eine  bestimmte  Person  oder  ein 
bestimmter  Verein  irgend  eine  einzelne  Person  un- 
ter den  übrigen  oder  irgend  eine  gegebene  Verbin- 
dung unter  mehreren  ähnlichen  überlebe^  Um  dieses 
disjunctive  Ueberleben  zu  bestinnnen,  mufs  mau  alle 
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Fälle  zusammen  nehmen,  wo  auf  einer  Seite  die  eine 
Person  lebt  oder  der  bestimmte  Verein  besteht  und 
auf  der  andern  Seite  irgend  eine  andre  Person  oder 
eine  der  gegebenen  Verbindungen  unter  den  übri- 
gen  bereits  ausgestorben  ist. 

Würde  also  gefragt,  wie  lange  leben  in  einer 
anfänglichen  A'^erbindung  unter  A  B  C  D  F,  die  bei- 
den Personen  A  B  zusammen,  nachdem  irgend  eine 
der  andern  gestorben  ist,  so  wäre,  da  für  jedes  xte 
Jahr  die  Anzahl  derer  Vereine  unter  C,  D  und  F, 
wovon  irgend    eine   Person    gestorben,     mit    C  D  F 

XXX 

C—  D—    F—      . 

dividirt,    =    I    — ^r-^ — p ist($.  I99)> 

für  dieses  xte  Jalir  der  Quotient  für  die  Zahl 
derer  Vereine,  wovon  A  und  B  leben,  aber  ir- 
gend   eine     der    andern     Personen     gestorben ,     rrr 

A—  B—  C—  D—   F—  ^     ,. 

(I  —  ■ >. — T->      o         )•     Folghch 


A    B       ^'  C      D     ,F 

X  X 

r  f  !K —  T* — '^ 
wird  das  gesuchte  Ueberleben  z=. — -^ 

X  X  X  X  X 

/  (A-  B-   C-  D-  F-^    ^  ^  -- 


A     B     C     D    F 


—  E  a  b  c  d  f . 

Würde  gefragt,  wie  lange  A  B  zusammenleben, 
nachdem  irgend  zwey  der  übrigen  Personen  abge- 
ganp^en  sind ,  so  müfste  man  zusammenlegen  die 
Zeit,  welche  A  und  B  in  Verbindung  leben,   nach- 
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dem  je  zwey  einzelne  Personen  gestorben,  und  die 
Zeit,  welche  A  und  B  zusammenleben,  nachdem 
alle    drey  Personen   gestorben    sind.     Folglich  halte 

V       TT  T,    1  1       _/A-B-C-(D-D-)(F-F-) 

man  dieses  U  eberleben  — 


A     B     C     D     F 

X  xr 


+ 
+ 

+ 


/  A-   B—  D—  (C  —  C— )   (F  —  F— ) 


A 

B     C 

D 

F 

/ 

A— 

X 

B— 

X 

F- 

(C- 

X 

c- 

-)   (D- 

-  D- 

X 

A     B    F     C    D 
/  A—  B—  (C  —  C— )  (D  —  D— )  (F  —  F— ) 


A    B    C    D     F 


Eabc     —     Eabcd     -j-     Eabcdf 


—     E  a  b  c  f 


-}-     Eabd     —     Eabdc     -J"     Eabcdf 


—     E  abdf 


4-     E   abf     —     Eabtc     -f     Eabcdf 


—     E   abfd 


-j-Eab  —     Eabc     -f~     Eabcd     —     Eabcdf 


—  Eabd     -f-     Eabcf 

—  E  Tirf     +    E   aTdl 


—  Eab  —     Eabcd-j-  2  Eabcdf. 


Eabcf 


—     E   abdf 
Da  Fragen  wegen  dieses  disjunctiven  Ueberle- 
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bens  nur  selten  vorkommen,  so  halte  ich  es  nicht  für 
nöthio  j  ein  allgemeines  Gesetz  dafür  zu  svichen. 
Nur    bemerke  ich  noch,   dafs,   wenn   nach  dem   Ue- 


berleben  irgend  eines  Vereins  von  m  —  u  Perso- 
nen vom  Alter  a,  b,  c  . .  f,  nachdem  irgend  eine 
der  übrigen  mitverbundenen  Personen  vom  Alter 
g,  h  . .  k  abgegangen  ist,  gefragt  wird,   dies  Ueber- 

leben  jedesmal  ist  n=  E  abc  .  .  f  —  E  abc  . .  fgh  . .  k. 
Anm.  Manche  Fragen,  das  disjunctive  Ueberleben  betref- 
fend, gehören  unmittelbar  in  das  Kapitel  vom  längsten  Leben 
und  der  längsten  Verbindunr.  Wenn  nämlich  bestimmt  wer- 
den soll,  wie  lange  leben  in  einer  anfänglichen  Verbindung 
von  m  Personen  A  B  zu^sammen,  nachdem  eine  einzige  der  ül)ri- 
gen  Personen  gestorben,  so  heifst  das,  wie  lange  währt  in  ei- 
ner anlänglichen   Verbindung   nach  m   das  Ueberleben  der   läng- 


sten Verbindung  zu  m  —  i,  worin  A  und  B  begriffen  sind. 
Wenn  aber  gefragt  würde,  wie  lange  leben,  bey  einer  anfäng- 
lichen Verbindung  nach  m,  A  B  zusammen,  nachdem  irgend  eine 
der  übrigen  Personen  gestorben  ist,  so  gehören  liieher  auch 
diejenigen  Fälle,  wo  unter  den  übrigen  Personen  3,  5  etc, 
verstorben  sind.  Will  man  also  diese  Frage  nach  den  Sätzen 
vom  längston  Leben  etc.   beantworten,   so  mufs   man  nicht   nur 


das  Uebei'leben    der    längsten  Verbindung   zu     m  —    i,     worin 
A  B  entlialten   sind,    sondern     auch    der    längsten     Verbindung 

zu  m  —  3  ,     m  —  J  etc,  worin.  A  B  vurkommen,     zusammen- 
nehmen. 

/ 

§.  225. 

Wenn  das  zwiefache    Ucherlehen  gesucht  wird, 
so    soll    bestimmt  werden   entweder    wie  lange  lebt 
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z.  B.  in  einer  Verbindung  von  3  Personen  A  von 
der  Zeit  an,  da  B  nach  C  verstorben  ist,  oder  auch, 
wie  lange  lebt  A,  nachdem  B  überlebt  hat  C,  in 
■welchem  letztern  Fall  von  dem  Tode  des  C  ange- 
rechnet wird,  und  B  gestorben  seyn  oder  auch 
noch    leben    kann.     (S.  §.  2I7)« 

Im  ersten  Falle  ist  das  Ueberleben  von    A  für 
irgend    ein    ntes    Jahr    allein    ■=. 


n 


A—  /-.AB (C  —  C— ) 

■ ■ '. — 5-  ^ ,  wo  in  A      die  Sum- 

A    JJ     Li 

me  aller  Producte  aus  den  zu  den  vorhergehenden 
Jahren  gehörenden  Decrementen  von  B  in  die  zu 
jedem  Jahre  gehörige  Anzahl  der  verstorbenen  C, 
d.   h.  die  Summe    der  Prodvicte  von  A  B  (C  —  C-) 

n — 1  n 

an  bis  zum  Product  A  B~  (C  —  C  ),  multipli- 
cirt  werden  mufs.  Das  gesuchte  Ueberleben  bis 
zum    Ablauf    des    nten    Jahrs    wird    also    zm 


\\ — I 


/[A-/AB (C    -    C-)3 

^      -p ^ ■ ■,  und,  wenn 

X  die  Altersergänzung    von    A    ist,  für  diese  ganze 


X 


Zeit    =        /  [A-  /  AB—    iC_-    C-)   ] 

ABC  * 

Wenn  y  die  Altersergänzung  von  B  und  z  die  von 
C     ist,    auch  y  sowohl    als  z    kleiner   als  x  sind,  so 

n 

wird,  sobald  n  bis  z    zugenommen    hat,    C  —  C — 
=    C,    wie    grofs    auch    n    werden    mag ;    ist  also 
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Z 1 


y  >  z,  so  Ist  A  B (C  —  C— )  =z  A  B .C. 

Wächst  ferner  n  über  z  hinaus,  so  Ist,    so  lanse    n 
noch    nicht    y    erreicht    hat,    in    dem   Producta 


n — I 


A  B  (C  —  C     )  zwar  der    erste    Factor    nocli 

veränderhch,  der  zweite  aber  unveränderlich,  näm- 
lich =  C.     Wenn  aber    n    weiter    über   y  wächst, 

n — 1  n — 1  n 

so  ist  AB         ,  und  also  auch  AB  (C — C — ), 


=  0  ;  folglich  kann  dann  auch  in  A    y.  AB      (C-C    ) 


das    Product  /AB  (C  —  C     )    nicht  weiter 

zunehmen,    wie    sehr    auch    n   wächst,    sondern    es 


bleibt   dieses  Product  /AB  (C  —  C     )  unver- 


änderlich =  fA  B (C  —  C— )  +   CA  B—  + 

z\i  y 

AB  4"  •  •  ~1~  AB~")  C,  und  wenn  n  mz  y  -|- 


m 


,  so  wird   dann    A       /AB  (C   —  C     )  = 


yfm  z  —  1  z  y  fm  z 

A /AB (C  —  C-)   4-  A CA  B-  -f 

zi-i  y 

AB  — -  +  . .  +  A  B— )  C. 

"Wenn   im  ziueiteii  Falle  nach  dem  Ueberlebeii 

von  A  gefragt  wird    von   der  Zeit    an,    da     C    vor 

B    verstorben,    so    ist    dafselbe  für  em  unbestimmtes 


f     Tl.    _.       A-/B"   AC ,         n 

ntes  Jarir  :rz: —rj  .^ ■  ,  wo  m  A 

A  ij  L( 
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die  Summe  aller  Producte  aus  der  zu  jedem  Jahre 
geliörigeu  Zahl  der  Lebenden  von  B  in  das  zu  dem 
nächstvorhergehenden  Jahre  gehörige  Decrement 
von  C  multipiicirt  werden  muls.  Danach  wird  al- 
so das  Ueberleben    bis  zum    Ablauf  des   nten  Jahrs 


/[A-/B-AC ] 

=rr    — ^ ~ — -;; ,  imd  lur    die  ganze 

Dauer    des    Lebens    von  A,    wenn  x  die    dazu  ge- 
hörige   Altersergänzung    bezeichnet ,    z=z 


f  [A-  /B-  A  C ] 

'.,-,_, .      Wenn  wieder  x,    v, 

ABC  ^^ 

und  z  die  zu  A,  B  und    C    gehörigen  Altersergän- 
zungen bedeuten  und  x  gröfser  als  y  und  z,  so  hat 

n  11 — r 

J  B       A  C  seine  Gränze  erreicht,   wenn  n   der 

kleinsten  Altersergänzung  gleich  wird,  da  dann  ent- 


weder B        oder    A  C       =0  wird ;    ist  also  z  d 


le 


kleinste  Altersergänzung,  so  bleibt  dannyB — aC         ' 
für  die    folgenden   Glieder   unverändert,    und  wenn 


z    -|-    m  ist,    so  ist    A       /"B        A  C       "  zzr. 


zfm  z  z — I 

A /B~   AC . 

Anni,     Theoretisch    betrachtet  hätte  in  der  zuerst    im    §. 


n — 1 


angeführten  Formel   anstatt  ^  ^  B (C  —    C~" )    gesetzt 

n — \                   n — 1 
w«rdeu    soUysi   f  AVt (C  —  C )  ,*     aus  dem    im    $. 
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209  Anm.   angeführten  practlsdien  Grunde  habe  ich    aber  C— 

n — I 
anstatt  C "  gesetzt. 


§'  226. 

Wenn  nun  zuerst  das  Ueherlehen  von  A  ge- 
sucht wird  nach  dem  Tode  derer  C,  die  vor  B  ster- 
ben, so  hat  man  dafselbe  nach  der  Hypothese  des 
gleichmäfsigen    Ahsterhens 

I)  für  drey  Personen  von  gleichem  Alter,  wo- 
zu   die    Ergänzung    «    gehört ,    = 

(ß  —  X)    /  (ß  —  X)     d  X 
J d  X,       JNun    ist 


a 


f  (a  —  x)  d  X  f  ^^-  /  ^  f^  ^ 


ci"^  a 


X  x2  („_x)  /•(«  — x;dx 

,  also  wird  / ^ ^ 

a  2  «^  u  u- 


U)  so  erhält  man    den   Werth  z=:  - — -  — 

2  6 

ex  a  a  .  . 

-f-  m  - —  .        C  Wenn    man    hmzunimmt 

3  8  8 

das  Ueberleben  von    A  über    diejenigen  E,  die  vor 
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C  sterben,  so  ist  beides  zusammen  =r= ,     nnd     das 

4 

ähnliche  Ueberleben  für  alle  drey  Personen  wird  = 

.     Da  hierin  aber  die  Zeit,  wo  zwey  Personen 

4  ^ 

zusammen   nach    dem   Tode  der  dritten  leben,  oder 

«               .                            ,  ... 

• ,    zweimal  enthalten  ist,  so    wird    die   Zeit    des 

4 

Ueberlebens    aller  Einzelnen  nach     dem   Tode    der 

zuerststerbenden    Person    =     .      Setzt  man  hie- 

ZU  noch  die  Verbindungsdauer  aller  drey  Personen, 
und    die    Zeit    wo    alle  drey  Personen  ausgestorben 

sind,  jede  Uli ,  so  erhält  man  die  Summe  =  «j. 

4 

2)  Sind  die  Personen  von  ungleichem  Alter,  wo- 
zu die  Ergänzungen  «,  ß  und  y  gehören  mögen, 
so  ist  das  gesuchte  Ueberleben  von  A   während    der 

11-             AI                                          C«-x)  /"(/?- J')dx 
Kleinsten  Aiterserganzung  =  f — ■ ■   dx, 

_  f  (ß  —  x)  d  X  X  x^ 

JJa    nun    — — • 


ßy  y  2  ßy 

1      ,  r       C«    —    X)      f{ß    —    X)    dx 

so  hat  man  / cl  x     = 

u      ß      y 

(«  —  x)  X  X^  X* 

«  y  ^  ß  y  ^  Y 

x'  x'  x'* 

+ 


(>  ß  y  l   oi  y  S  i(  ß  y 

Ist  also  A    die    ältste    Person,  so    mvifs  x  zzz  a 
gesetzt    werden ,    und    der    V\^erth    wird    dann    = 


HO  vierter  Abschnitt. 


a,~  «^  ß'  .         «"*  ft- 


2/  ^  ß  y  3«7  5it<  ßy  6  y 


+ = 


« 


24  /y  / 


Ist  aber  A  die  jüngste  Person  und  B  älter  als 
C,  so  ist  das  Ueberleben  von  A  nach  dem  Tode  de- 
rer C,  die  vor  B  sterben,  erstlich  während  der  Zeit 
._       ß^  ß'  (^'        ^        ß'*  — 


2/  6  ßy  Z  ay  %  aß  y 

5  ß"^ 
-   — •.     Ferner  ist   nach    Ablauf  der 


3  /  24  «  7 

Zeit  ß  die  Allersergänzung  und  Anzahl  der  A=:«  —  /?, 
und  von  Ablauf  der  Zeit  ß  an  bis  zu  Ende  der  Zeit 
«  die  mittlere  Lebensdauer  der  A,  auf  ihre  anfäng- 

11         1      •                      ^  —  ß          ^  —  ß 
liehe    Anzahl    reducirt,    = ■  .  ■ ^ 


Da   nun 


/  (^  —  x)  dx  X  x2 


ß  y  y  2  ßy 


ß  ß^  ß  ,- 

oder,  ß  =  x  gesetzt,  — — y  =  —  »     ^le 

Wahrscheinlichkeit  des  gesamniten  Ueberlebens  von 
B  über  C  ausdruckt,  so  ist  während  der  angegebe- 
nen   Zeit    das    Ueberleben    von  A    über    die  vor   B 

ß  (a  —  ß)~        «  ß 

verstorbenen    C  r=  ■ — ■ 

2  y  2  u  4  y 

Das    gesuchte    Ueberleben 
2  y  4  «  / 

von    A  während    der  ganzen  Zeit  «   wird  also  = 
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ß' 

5  ß'          ,       «  ß 

ß'        j          ß' 

3  r 

24.   u  y              4  J' 

2  /              4  ß  / 

a  8 

ß^~            ,         ß^ 

4   ;'  6    j/  24    «  ;/ 

Ist  wieder  A  die  jü  igste  Person,  C  aber  älter 
als  Bf  so  mufs  in  der  obigen  Formel,  für  die  Zeit  y, 
X  rrr  y  gesetzt  werden,  und  man  hat  das  Ueberle- 
ben    von    A    während    dieser    Zeit    z=z 

7^_ y* y2__   I    //!_-__?: iL. 

2/  d  Py  3    ocy  Saßy  2  d  ß 

— 1 .     Nach    Ablauf  der  Zeit  y  ist 

3  «  8  a  /i 

die  Altersergänzung  und  Anzahl  der  A  ■=.  a  —  y^ 
und  die  mittlere  Lebensdauer  derselben,  auf  ih- 
re   anfängliche    Zahl    reducirt,    von  Ablauf  der  Zeit 

cc  —  y  cc  —  y 

y  bis  zu  Ende   der  Zeit  «  = • « 

a  2 

Da  nun  die  Wahrscheinlichkeit  des  gesammten  Ue- 
berlebens    von    B   über  C    rrr 


y  2  ßy 

der  X  =  y    o-esetzt ,    r=:  I    —  -    —    ist ,    so    wird 
'    ö  '  2  ß  ' 

das  Ueberleben  von   A    wahrend    der   angegebenen 

Zeit=:Cr i-)    — ^ i^ =z y-jr 

2    (3  2   «  2 

7*  <^  y     .     y-  y^  „, 

— — -4 —  • .         VVenn    man 

2   «  4  ß  23  4  uß 

beide    gefundene    Theile    zusammennimmt,     so    hat 

man    das    gesammte     Ueberleben    von     A   für   die- 
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TT  n          ^             y      1      7              ^7x7 
seil   Fall  = -^—  4-  — ~  -| '— 

2  ^  ■  6«  4  /?      '     3  /? 


8   «/? 


§.  227. 

Sucht  man  das  Ueb  erleben  von  A  von  der 
Zeit  an,  da  C  vor  B  verstorben  ist,  nach  jede.r 
heliehigen  Sterhensordnung,  so  ist  der  Werth  für 
irgend    ein    ntes    Jahr    insbesondre    z=z. 


n  n  n — i 

A—  /B—  A  C .        n 

—  ,    wo    in  A        die  Summe 


ABC 

der  Producte  der  Zahlen  der  lebenden  B  für  jedes 
verflofsene  Jahr  in  das  zu  dem  nächstvorhergehen- 
den  Jahre  gehörige  Dscrement  von  C,   d.  i,  B-  A  C- 

n  n — I 

4-  B-  A  Ci  -f-    .  .    -|-  B—   A  C ,    multiplicirt 

werden  mufs ,  und  das  gesammte  Ueberleben  bis 
zum    Ablauf    des    xten    Jahrs    = 


/  [A-  /B-  A  C— ]  . 

" \ — T3  n •       -l^^^ii   ist,    wenn    y 

die    kleinste    Altersergänzuug    iür    B   oder    C    ist, 

X  X  X 1 

/[A-/B-  AC ]  = 

A^  .  Bi  A  Ca 
+  A-  (B^  A  C^  +  B^  A  Ci) 
4-  AI  (Bi  A  CS  4-  B^  A  C*  4-  Bi  A  C^) 

+  A--  (BS  A  C^  4-  BS  A  C^  4-  Bi  A  Ca  4-  ..). 
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Folglich    wird    der    gesuclite    Werth    rr: 

^^  (Bi  AC/A'i  +  B^  ACi/A':^  +  Bi  ACi/A'i 

y_        y— 1    /    ^ 
+  ..-}-  B      A  C  y*A     ),  wo  dis  Summen  von 

A  mit  dem  bezeichneten    Gliede    anfangen  und  bis 

zur  Ahersergänzung  von    A    fortgehen. 


n  n  n — 1 

^      tl.  1         ^  /[A-/B-AC 3 

oonst  kann  man  auch  noch a   r,  ~F> 

A  iS  Li 

in    zwey    Theile    zerlegen.      Wenn    nämlich  y  die 

kleinste  Altersergänzung  unter  B  und  C  ist,  so  hat 

man  da»  gesuchte  Ueberleben    von  A    bis    zu    Ab- 


y  y  y — ^ 

1     r  j       ^7  •.  /[A-   /B-    A  C ] 

lauf  der  Zeit  y  =  —^^-^ A     ¥~C * 

Von  dieser  Zeit  an  kömmt  noch  hinzu  die  mittlere 
Lebensdauer  derer  A,  welche  bis  dahin  die  vor  B 
verstorbenen  C  überlebt  haben ;  da  nun  die  mittle- 
re Lebensdauer  der  A,  auf  ihre  anfängliche  Zahl 
reducirt,    von    Ablauf    der    Zeit    y    an ,    =: 


.  E   a  -}-  y,    und    die  Wahrscheinlichkeit, 

dafs     bis    dahin    C    vor    B    gestorben    sey , 


„  y  y— 1 

/B-  AC "       .  ,       _ 

—  ist,  so  hat  man    den   liinzuzu- 


B    C 


y         y — 1         y 
/•B-AC—    A- 


leeenden    Tb  eil    t:::^  " — — ?,— 7=; —  »  — . —  E  a  4-  y« 

^  B  C  A  *    ^ 

IL  H 
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Sollte  5B  Tor  C  sterben,  S'>    wäre    das  gesuchte    Ue- 


y         y  y— I. 

berlebeii  von  A  =   • — — 

A      X)      C 


y            y— 1              y 
/C-AB A—  

+   ^-Q Ä~  ^  ^  +  ^ 

Wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dal's  Lis  zu 
Ausgang  des  nten  Jahrs  C  vor  B  gestorben  sey,  mit 

n  n 

ip~~,  und  dafs  B  vor  C  gestorben,  mit  |  bezeich- 
net, so  kann  man  das  Ueberleben  von  A  bis  zu  Ab- 
lauf   des    nten    Jahrs    in    dem     einen     Falle    durch 

n         n 

fw — A — 

—  ,    in  dem    andern   Falle    aber  durch 


A 


/4—   A— 

—    ausdrucken. 


A 


§.  227.   I). 

W^ollte  man  nicht  bjofs  auf  ganze  Jahre  rech- 
nen, sondern  den  Werth  des  iui  vorigen  ^.  bestimm- 
ten Ueberlebens  vollständig  haben,  so  wäre  für  das 
nte  Jahr  die  vollständige  Dauer   des  gesuchten   Ue- 


berlebens   aller    A    =    A        C/  B        A  C     '        -{- 


n — i 


i/AB aC  —  )+  AA C/B aC  — 

+  i/Aß"^^  aG^^=^)  4-/[(i-x;  AA— -dx/cB 
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— 1  n — 1 

4-  (I   —  X)    A  B )    A  C d  x].     Der  letzte 

Theil   Ist   —  /[(i  —  X)  aA-^^ —  (x  B— aC-^ — • 
+   (x  —  • )  AB aC )    dx]    oder,    für 

n — 1        n  n — i 

X  rrr  l    genommen,    =  J  A  A  B      .  A  C 


n — 1 


"h  8  A  A  .  A  B~"     ■ .  A  C         ;    man  erhält  al- 

II — 1 
so     alle    Tlieile,    worin  A  A  multlpllclrt  Ist,  = 


AA- (/B—  aC -1-   ^  /AB AC ) 

n — 1     -       n — 1        n  n — i  n — i  n  — i 

:iAA aC .B--IAA .AB .aC . 

Hiernach  ist  der  vollständige  Werth  aller  Jahre  r= 


n-i  n  n-i  n-i  n-i  n-i 

/[A /B-aC ]       ^  /[A— /AB— .aC— 3 

ABC  "^"^  ABC 

n — 1  n — 1  n 

-  /[AA .  AC .  B-]  _ 

ABC 

n — 1  n — 1  n — i 

,       /  [A  A .  A  B .  A  C ]      ^    ,  . 

I  . ._ _ _ (oder  auch 


=  /  [  A-  -  /  E A  C 3 

ABC 


+ 


/  [  A /AB .  A  C 3 

ABC 

n—  1         n — 1  n— 1 

/  [  A  A B A  C ] 

ABC 

H  3 


+ 
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n — I  n  -1  n — i 

2«  A      B      C  ^ 

n— 1 

/A ,  .    .  .      . 

defa  Producte,   worin . multipliclrt    ist, 

machen  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  aus,  dafs 
am  Ende  des  nten  Jahrs  B  überlebt  habe  C;  wenn 
man  also  bey  der  Berechnung  diese  vollständige 
Wahrscheinlichkeit  zum  Grunde  legt,  so  sind  am 
Ende  noch  die  angefülirten  zwey  letzten  Theile 
als  Correction  hinzuzufügen.      Der  erste  ist  :  — 


I)    b    (c  -   I)     — 


E   a  b  Cc  —  I)     + 

E  a  b  c]  Der  letzte  Theil  kann,  als  eine  Summe 
von  Producten  dreier  durch  die  Grundzahlen  divi- 
dirten  Decremente,  wohl  weggelafsen  werden. 


§•  228. 

Wird  zweitens  das  Ueberleben  von  A  über  B 
gesucht,  wenn  die  letztere  Person  nach  dem  Tode 
von  C  verstorben  ist,  so  hat  man  dafselbe  nach  der 
Hypothese    des  gleichmäfsigen    Absterbens 

l)  für  drey  Personen  von  gleichem  Alter,  wo- 

r    -r      ••                      u-  .           r  («-->^)/xdx 
zu  die  iijrganzung  «  gehört,  =y d  x. 
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/"  X  d  X                X* 
Nun    ist     -: =   ;;—  j    folglich    wird    das 

(«  —  x)  x2 
gesuchte  Ueberleben  — f- d  x     = 


/x*  dx  /x*  dx 


1  tt*  i    «*  6    «*  8   «* 


j 


und,  wenn  man  x  =r  «  setzt,  r=  -— — - —    =2 

.      (Nimmt    man    hiezu    das  IJeberleben    von  A 

über   C,    wenn    letztere  Person    nach  B  verstorben, 

welches    ebenfalls  rr:  —'—    ist,  so    wird    das  Ueber- 

24 
leben    von  A  über    die    beiden    andern  Mitverbun- 


denen = ,  und  folglich  das  gleichnamige  Ue- 
berleben der  drey  einzelnen  Personen  über  die  Ver- 
bindung   zu    2    =3  ,  wie  es  seyn  mufs), 

4 

2)  Ist  das  Alter  der  Personen  A,  B  und  C  un- 
gleich, A  aber  die  ältste  i  3rson,  so  hat  mau  wie- 
der in  einer    einzigen    Berechnung  das    Ueberleben 

C«-x)  y^xdx 

von  A,  wenn  B  nach  C  gestorben ,  r=:  f d  x^. 

^  -^       ci  ß    y 

/"  X  d  X  X* 

Nun    ist     —^ ^  rr= :   foklich  wird  das 

ßr  zi:'y  ^ 

^  (t^   ,^  x)  x=  d  X 

gesuchte  Ueberleben  =  — '■ — ■ ■ ■ := 

2     oc  ß  y 

_/  x'dx  /  x'  d  X      yJ  _x* 

2.  ß  ■/  2  ii  ßy  '  ~G   ß y  8  c^ ß / 
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und,  wenn  x  =  u  gesetzt  wird,  =r 

^  e  ßy  S  ßy 

Eben  das  ist  die  Dauer    des  Ueber- 


24  ßy 

lebens  von  A  über  C,  nachdem  B  vorher  verstorben, 
die  Allersergänzungen  von  B  und  C  mögen  gleich 
oder  ungleich  seyn,  w  enn  nur  keine  derselben  klei- 
ner als  u  ist. 

3)  Ist  A  junger  als  die  beiden  andern  Perso- 
nen, diese  aber  von  gleichem  Alter  b,  so  findet  man 
den  vollständigen  Wei'th  des  Ueberlebens  von  A 
über  eine  Person,  wenn  sie  nach  der  andern  vei"- 
storben,  durch  zwey  Berechnungen.     Es  ist  nämlich 

X  ^  X"^  X ' 

dann  der  obia;e  Ausdruck — =:r:  — —     — 

x'* 

,  und  folojlich ,    vrenn  hierin  x  z=z  ß  gesetzt 

S  a  [3-  o        '  /    5 

wird,    das   Ueberleben  von  A  bis    zum    Alilauf  der 

ß  ß- 

Zeit  ^  =  -^  _  — — 

'  6  8  «  • 

Für  die  zweite  Periode,  wo  das  Absterben  der 

.     .         (ß-x;  Adx 
B  und  C  nicht  mehr  zunimmt,  ist  m  f d  x 


der  Factor oder ,  da  hier    x  z=z 


ß^  2   ß^ 

ß  genommen  werden  mufs,  =.  ~,  d.  h.  die  Hälfte  der 
B  ist  nach  C  verstorben;  ferner  ist  die  Anzahl  und 
die  Altersergänzung  der  Personen  A  zu  Anfang  dieser 
Periode  rz:  «  —  ß,  oder  der  Kürze  wegen=/;.  •  Folg- 
lich wird  die  mittlere  Zeit  des  Ueberlebens   von    A 
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über  die  nach    C    verstorbenen    B    während    dieser 

Feriode  =  f = — 

«  2  « 

/  X  d  X  7;  X  x' 

— = — ,  und  X  =  7;  genom- 

2  a  2   a  4  a 

-?;*  ?/*  /;*  ß  -  /?         K  -  /? 

2«  4«  4«  ~«  2 

__.      _^ L      ,      _/.^l_ 

4  2  •"     4    «  * 

Beide    Theile    zusammengenommen  geben    also 
da«  gesammte  Ueberleben  von  A  über  die    nach    C 

4  a 


ö^ 


verstorbenen    B   = J -—'  -^ , 


^*  «  ß  ß~      j       _«_ 

8«  4  3       '       8«  -^2 

-^ -I )  d.  h.,  gleich  der  Hälfte  des  gesamm- 

ten  Uoberlebens    von  A  über    beide    Personen. 

Wenn  4)  A  die  jüngste  Person,  B  aber  jün- 
ger als  C,  also  ß  '^  y,  so  ist  zuerst  das  Ueberleben 
von  Ä  über  die  nach  B  verstorbenen  C  bis  zum  Ab- 
lauf   der   Zeit  y  :=z: = 

2  ußy 

■ ■    —   — ,    und,    X  rzr  y  eenommmeuj  =3 

6/?/  8  cißy  '  "  ^ 

_y_  _       y~ r__  ,J_    __      7"   > 

6/9  S«/?  2pf^3  äf  a 

Während  der    ganzen    übrigen    Periode,    d.    i. 

vom  Ablauf  der  Zeit  y  bis  zum    Ende  der  Zeit    a, 

^  d  X  . 

ist,    da    (dx    auf  y  bezoE-eu")   /" nicht     mehr 

ßy 
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zunehmen  kann,    dieser  Factor  rz:  ■;    ferner    ist 

im  Anfang  dieser  Periode  die  Altersercränzung  und 
Anzahl  der  Personen  A  -zzz  «  —  y  oder  der  Kürze 
wegen  =  £.  Folghch  wird  das  Ueberleben  von 
A  über  die  nach  B  verstorbenen  C  während  dieser 

Zeit   =     -^  -^^ ^  =  -4  C 

2  /j  «  ^^J  a 

X-  y  f~ 

_ ) ,    und    X    =    e  gesetzt,  zzz :rr 

3  «  4  «  /^ 


a  —  y  u  —y  u  y  y 


+ 


.  4  «  /^  ' 

Beide   Theile    für    das  Ueberleben  nach  C  zu- 

c<  y             y~ 
sammenffenommen  sind  also  z^z   —^    -  . — X. 

4  0,5       •"     6  ß  ^  aß  4  /i  Z   ß         ~^ 


/ 

— 

a  y 

4/5 

- 

— 

LI 

3 

+if 

). 

8  «/5 

Ferner  ist  das  Ueberleben  von  A  über  die  nach 
C  verstorbenen  B  für  die  Zeit  y  wieder  wie  vorher 


7' 


6   ß  S    cc  ß 

In  der  zweiten  Periode,  nämlich  von  Ablauf 
der  Zeit  y  an  bis  zum  Verlauf  der  Zeit  /:•,  ist  die 
jedesmalige  Anzahl  der  A  =  «  —  ;'  —  x  oder  der 
Kürze  wegen  =.  ^  —  x,  wo  x  bis  zum  Werth  von 
ß  —  y     steigt,   und    es  ist    für    jedes  x  der    Factor 


VonRent.  etc.  auf  mehr.  Leben.  111 


(  — X  ... 

zu  multiplicireu,  erstens  wegen  der  im  An- 


fange   dieses    Zeitraums  nach  C  sclaon   verstorbenen 
B    mit  ,  zweitens,  ^veil  nacli  dem  Tode  aller  C 

das  Absterben  der    B    fortwährt,  mit    dem    Werthe 

dx  X  ,.        .        p  . 

von    f =  .     Fol^hch  ist    für    diesen    Zeit- 

J    ß  ß  ^      . 

y          ((  —  x)  d  X 
räum  das  Ueberleben  von  A  rrr    —  f 

2ß    -^  « 

f  ({  —  x)    X  d  X  '/ex  y  X- 

aß  3   «  /?  4  « /? 

f  X«  x^ 

' — ,    oder    wenn    man  x  z=z  ß  —  y 

i   uß        .     i   aß  '  ' 

-j  ?'  Cc  —  jO  ( ß—  r) 

und  a  —  7  anstatt  e  setzt,  r=:  < " 

'  2  aß 

7  (ß  —  YY      ,         («  —  ;')  {ß  —  yY 
-r 

ß 


12  dß 

In  der  dritten  Periode  ist   die    jedesmalige   An- 
zahl der  A   =z  a  —  3  —  x    oder  =   j;  —    x,     und 

für  jedes  x  ist  der  Factor zu  multipliciren  mit 

a 
der  Wahrscheinlichkeit,   dafs  B  nach  C  verstorben, 

folglich  wegen  der  ersten  Periode  mit  — — ,  und  w  e- 

,  .  ,         .         y  dx  X 

geu  der  zweiten,  (wo  111  — oder iür    x 

ß  ß 


4  « 

ß 

(ß- 

-yY 

3 

aß 

y' 

2  u  ß 

2         '        4« 

ß' 

3« 
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ß  —  V 
gesetzt  werden  mufs  ß  —  y)  mit — •,     Also  ist 

das    Ueberieben    von    A    für    diese    Periode 

2  /i  «  2  ß  U 

•^ )j  oder  X  —  77  ffenommen,  :=  (l ") 

2«  ^  282a 

.  y  ^      tf.  —  3  a  —  ß  u 

2        "^     2«  4j  4a* 

Alle  drey  Theile  zusammen  geben  das  gesamm- 

te  Ueberieben  von  A  über  B    =rr  - — -  —  /?    -j 

2  2 

,       IL.  _  .^  _  JlL  _L  1 ^_  —^-^ 

2«  4^  4«      '2  2  3« 

4«      '       12  « /?     *"    6;i  Saß  2  2 


6«  4  ß  6  ß  24  ß  ^? 

Da  nvni  ferner  die  Summe  des  Ueberlebens  von 
A  sowohl  über  die  nach  B  verstorbenen  C  als'  über 
die  nach   C  verstorbenen  B  rrr 

3  2      ^    Cu  6  ß  4/9  24    «  /? 


J ,     I      "■'       I ' 

3;i      '      4ß      '  8    «'('^ 


a  ß       ,      ß^  -r      ,       7 


=  Ea  — 


2  2-     *"     6«  6,5'    ~    12«;? 

E   a  b  —  E  a  c  -{-  E  a  ]j  c,   die  Differenz    der  bei- 
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u              ß  ß^  a  y 

den  Ueberleben  aber  =r —  • -4-  -- —  —  — 

2  2  '       6«  iß 


h 

7^ 

2/? 

6    K  /5                    2                       2                     Ök 

7 

ß 

'+'^)—    Ea          Eab     — 

2                    ÖOJ 

7 

/•TT" 

T-"   T  _v    •  i.             1     .1.  ^11 :„ „1, 

(Ea  —  E  a  c)  ist,    so  bat  mau  allgemein  nacb 

der  Hypotbese  das  Ueberleben  von  A,  wenn  dies 
die  jüngste  Person  ist,  über  eine  der  beiden  Perso- 
nen,  welche  nach  der  andern  stirbt,  m  |  (E  a    — 

E  Tb  —  E  r^  +  E  TbT)   4-  I  (E  a  —  E  !¥) 

H-  (E  a  —  E   a  c),  wo  die  obern  Zeichen  für  das 

'     2/i  ^ 

Ueberleben  über  B  die  jüngere  Person  und  die  untern 
Zeichen  für  das  Ueberleben  über  die  ältere  Person 
C  gelten.      Sind  B  und  C  gleich  alt,  so    ist  E  a  — 

E  a  b  =   — •  (E  a  —  Eab"). 

ß  ^ 

Anm.  Also  ist  nach  der  Hypothese  des  gleiclimäfsigen 
Absterbcns  durchgängig  lis  zum  Ablauf  der  kleinsten  Alterser- 
gänzung das  Ueberleben  von  A  über  die  nach  B  verstorbenen 
C  gleich  dem  Ueberleben  von  A  über  die  nach  C  verstorbenen 
B,  A  mag  die  ältste  oder  jüngste  Person  imd  B  und  C  mögen 
gleich  oder  ungleich  von  Alter  seyn.  Wenn  dahsr  A  die  ält- 
ste unter  den  drey  Personen  oder  eben  so  alt  ist  als  die  ältere 
der  beiden  andern,  so  ist  das  Ueberleben  von  A  das  nämliche, 
es  mag  B  nach  C  oder  C  nach  B  versterben.  Zur  Aufklärung 
dieses  anscheinenden  Paradoxons  bemerke  ich  nur  noch,  dafs 
wenn  die  jüngere  Person  C  vor  der  altern  B  stirbt,  freilich 
der  jährliche  Abgang  der  Jüngern  Personen  kleiner,  aber  dio 
Auüahl    der   bereits    veriturbcucn  dazu  gehörigen  Personen  B, 
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als  der  zweite  Factor,  für  jedes  Jahr  gröfser  sey,  als  wenn  di« 
ältere  Person  vor  der  jungem  stirbt. 

Wenn  aber  B  und  C  von  ungleicbem  Alter  sind  ,  und 
zwar  B  älter  als  C,  A  aber  jünger  als  beide  ist,  so  sterben 
nach  dent  Ableben  aller  B,  nach  und  nach  auch  diejenigen  C 
ab,  die  bey  dem  Aufsterben  der  B  noch  lebten,  und  das  Ue- 
berleben  von  A  über  die  nach  B  verstorbenen  C  wird  gröfser 
als  das  Ucberleben  über  die  nach  C   verstorbenen  B, 


§.  229. 

Wenn  nach  irgend  einer  heliehigen  Sterhens- 
ordnung  dasUeberleben  vonA  über  die  nach  C  verstor- 
benen B  gesucht  wird,  so  hat  man,    nach  der  For- 


/  [A-  /-AB (C  -  C-)  ] 

ABC 


mel  . ;;:: 7^ ,    mit   der 


Zahl   der  lebenden  A  für  jedes  Jalir  oder  mit    A 
die  Summe    der    Producte  von    A  B  (C  —  C-)  -|- 

A  B^    (C  —  C^)    +  . .    4-    A  B-—    (C  —  C-) 
zu  multipliciren,  demnächst  alle  diese    Producte    aus 


n — 1 


A       in  y  A  B  (C  — -  C     )  wieder  zu  summiren, 

und  die   Summe  durch  A  B  C  zu  dividiren.      Etwas 
läfst  sich  jedoch  diese  Arbeit  abkürzen. 


u  n — 1  n 

TT   •.    ••    i-T,  ,/[A-/AB CC-C-)3 

JliS  ist  namlich  zuerst r— 7,  -„ 


f  [A-  /AB ]  _  /[A-/AF' '^-\ 

AB  A  "B    G 
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n — 1 
Der  erste  Tlieil  ist,  da  y*  A  B  für  jedes  ute  Jahr 


=  B  —  B       wird,  rrr: 


A  AB 

welches,  wenn   die  Reihen  bis  zu  den   Altersergän- 
gen   fortgesetzt  werden,    =    E  a    —  E  a  b    ist. 


zun 


/[A— /AB .C-] 

Der  zweite  Theil  oder    ■ 


ABC 
ist  nach  §.    227  =  ^^    (  A  B  .  C^    /  A'^     + 

A  B^  .  C^  /  A'5  -1-  A  B- .  C^-  /  A'i  -f  . .).  Es  ist 
also  hienach    das    gesammte  Ueberleben  von  A  über 

die  nach  C  verstorbenen  B  rz:  E  a  —  E  a  b  — 
j^    (A  B  C^  /A'i    H-    A  B^   C^  /A'A   -f- 

A  B^  C-i  /  A'i  4-  . .). 

Man  kann    zweitens   noch  auf    eine    andre  Art 

n  n — 1  n 

/  A-  /  A  E (C  -  C-) 

' ABC ""^ 

n  n — 1  n 

_/A-   /   AC CB    -    B-)        . 

ABC ■       ^"    ^^'''^^ 

zerlegen.  Wird  nämlich  die  Altersergänzung  der 
ältsten  Person  C  •=.  y  gesetzt,  so  hat  man  das  Ue- 
berleben von  A  über  die  nach  C  verstorbenen  B 
bis  zum  Ablauf  der   Zeit  y  =: 


y  y  —  i  y 

f  [  A-  /  A  B (C  -  C-)   ] 

'' A P C~ '  *°  ^"^^^ 
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Ueberleben    über    die    nach    B    verstorbeneu   C  irr 


y  y—i  y 

f  [A-  /  A  C (B  -  B-)] 


ABC 

Nach  Ablauf  der  Xeit  y  kömmt  zu  dem  Ue- 
berleben über  C  noch  hin^u  die  auf  die  anfängliche 
Zahl  der  A  reducirte  mittlere  Lebensdauer  derer  A, 
welche  die  nach  B  verstorbenen  C  überlebt  haben, 
vom  Ablauf  der  Zeit  y  an  bis  zum  Ablauf  der  Al- 
tersergänzung von  A,  die  «  heifsen  mag.      Da  nun 


7—1  y 

J  A  C (B  -  B-) 

das   Verhaltnils  tur  die 


C  B 

Anzahl  der  bis  zum  Ablauf  der  Zeit  y  nach  B  ver- 
storbenen C  zu  der  anfänglichen  Zahl  der  Paare  BC 
ausdruckt,     so    wird    das    noch  zu  bestimmende  Ue- 


berleben von  A 


^      -   E  a  4-  j/. 

Zu  dem  Ueberleben  von  A  über  B  ist  hinzuzu- 
setzen erstlich  die  auf  die  Anfangszahl  reducirte  Le- 
bensdauer derer  A,  welche  während  der  Zeit  y  ih- 
re nach  C  verstorbenen  B  überlebt  haben,  vom  Ab- 
lauf der  Zeit  y  an  bis  zur  Altersergänzung  «,  d.  h. 

'/— I  y  y 

J  A  B (C  —  C  -)  A— 


E  a   -X~  Vt 

B  C  A  ^  " 

zweitens  das    avif  eben  die  anfängliche  Anzahl    ver- 
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theilte  Ueberleben  derer  A,  welche  bey  Ablauf  der. 
Zeit  y  noch  mit  ihren  B  verbunden  waren,  über 
diese  B,   wieder  von   Ablauf    der    Zeit  y  an    bis    zu 

I  ^  v\2_       T,  ^ 

Ende  der  Zeit  «,    oder  ■         -    [  A  A  B         -f" 

A.  Jj 

rt^             7                   7t I                7t3  y 

A (AB—  4-    AB )  +  A (AB—  + 

y\x  y\z  ^  A-  B— 


AB +  AB )  +  ..]=  -        -    [E  a  4-  y 


AB 


—  E  (a  +  y)    (b  +  ^)  ]. 

Folglich  erhält  man  das  gesammte  Ueberleben 


y  y — l  y 

A    "K      r        /[A-/AC (B-B-)] 

von    A    über  L>  =  T^iTT^i 

ABL« 


y—i  y  y 

4.        /AC (B-B-)  A-      p— 7— 

das  gesammte  Ueberleben    von    A  über    B  aber  rr: 


y  y — I  y 

/[A-/AB (C  -  C-J  ] 

ABC  "*^ 


1/ —  I  y  y 

/  A  b' (C  —  C— )•  A— 


B  C  A 


4-  / 


A~  B— 


+      ■ X~B t^^  +  /   -   E(a  +  ;0    (b  +  /)]. 

Die  ersten  Theile  des  Ueberlebens  über  beide 
Personen  zusannnengenomraen  machen  das  Ueberle- 
ben von  A  über  beide  Personen  während    der  Zeit 
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y  aus  ;  die  zweiten  Theile  zusammengenommen 
machen  die  mittlere  Lebensdauer  derer  A  aus,  deren 
B  sowohl  als  C  bey  Ablauf  der  Zeit  y  schon  gestor- 
ben waren,  und  zwar  vom  Ablauf  der  Zeit;/  bis  zu  En- 
de der  Zeit  «  ;  der  dritte  Theil  des  Ueberlebens  über  B 
ist  das  Ueberleben  derer  A,  welche  bey  Ablauf 
der  Zeit  y  noch  mit  ihren  B  verbunden  waren,  wie- 
der während  des  vorhin  angegebenen  Zeitraums. 
Wenn  b  :=  c,   so  ist  dieser  Theil  =:  0?  indem  dann 

y  .  ..... 

B —  -. — :  0  ist,  und  die  übrigen  gleichnamigen  Thei- 
le des  Ueberlebens  über  B  und  C  sind  gleich. 

Wenn    man    die   Wahrscheinlichkeit,    dafs   am 
Ende  des  nten   Jahrs  B  gestorben    ist    nach    C,  mit 

(T) — _,    und    die  Wahrscheinlichkeit,  dafs   bis  dahin  C 

n 
verstorben  ist  nach  B,  mit  j^       bezeichnet,    so  kann 

man  das  Ueberleben  von  A  über    die    nach  C    ver- 


/  <f—   A—  ,     , 

storbenen    B    durch ,     und    das 

Ueberleben  von  A  über  die  nach  B  verstorbenen  G 


n        n 

durch     -•      -— ausdrucken. 

A 


§.    229.  b. 
Will  man  bey  dem  Ausdrucke  E  a    —  E   ab  — 

n  r,-i  n 

/■  [A-  /  A  B-  .  C-] 

--  ■    ■ — {- — - — -p, ^\nQ  Correction  anbrm- 
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gen,  so  kann  man  sie  für  E  a  und  E  a  bj  so  wie  sie 
vorher  im  zweiten  und  dritten  Abschnitt  angegeben 
ist,  leicht  bestimmen.  Der  vollständige  Werth  des 
dritten  Theils,  welcher  das  Ueberlebeu  von  A  über 
diejenigen  B  ausdruckt,  bey    deren    Tode    C    iioch 

n-i  n-i         n 

/[A — /•AB--.C— ] 
lebt,  ist  nach  dem  §.  227»  b=  .    p  p- 


+ 


,        /  [A r  A  B ■  A  C ]  _ 


1 

A  B 

C 

/AA- 

— -1 

n — 1 

.AB 

n 

c— 

A 

B 

C 

n — i 

/  AA . 

ae 

11 — 1 
> 

11 

.  ac- 

— 1 

ABC 

Sollte  bey  der  zweiten  Formel  des  vorigen  §, 
der  Werth  vollständig  berechnet  werden,  so  könn- 
te dies  auf  folgende  Weise  geschehen.  Die  voll- 
ständige   Anzahl    der    nach   C  verstorbenen    B    bis 

n —  1  u —  1 

zum  Ablauf  des  nten  Jahrs  isl==:/AB         (C — C~"~) 


n— ^1                  n— 1 
4-    i  /AB .  A  C ,    oder    auch    i=2 


n — 1  n  n-^i  n— i 

/AB (C  ~  C-)  -  f  /  A  B .  A  C . 

Für  das   nte  Jahr  ist  also  die    vollständige    Zeit    des 
Lebens   derer    A,    deren  mitverbundene  B  nach    C 
II.  I 
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rerstorben  sind,  =  A      /AB  (C  —  C     ) 


iA-/AB .aC -fAA /AB (C-C ) 


n — 2  n — 2 


f   A  A J  A  B .    A  C + 


/[(r-x)AA— dx./AB— (C-C— -  CI-x)AC— )dxj. 
Der  letzte  Theil  ist,  weiin    nach    der    Integration   I 

n — 1  n — 1  n 

anstatt  x  gesetzt  wird,  =  ^  A  A       '.  AQJ         (C  -  C     ) 

n — 1  n — 1  n — i 

—    i  A  A .  A  B .  A  C ;    alle  Theile, 

n — 1 
worin    A   A  niultiplicirt     ist ,    sind    also    =: 


AA— /AB—  (C  — C-)  —  f  AA— /AB— .  A  C— 

n-i         n-i  n  n-i  n-i  n-i 

—  I  AA— AB— (C  -^  C-)  + 1  A A— .AB— .aC- 
Hiernach  ist  der  -vollständioe  Werth  des  Ueber- 
lebens     der     erwähnten    A    für    das    nte    Jahr    = 


A~  /A  B~  (C  —  C-)  —  X  A— -  /  A  B—  .  A  C" 

11-1  n-t  n  n-i  n-i  n-i 

—  i  A A— .AB— (C— C-)  + 1  A A— .AB— .aC—, 
lind   das  mittlere   vollständige    Ueberleben    für    alle 


T  i.  /[A /AB (C  -  C-)] 

Jahre  =  =— — 

A       ß       C 


fjA /AB .AC ] 

3     A       B       C 
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5 

11 — 1                  n — 1                              n 

/  A  A           AB           (  C  _  C     ) 

y 

ABC 

^  . 

n — 1                    n — 1                     n — i 

/AA          .AB           .aC 

ABC 

11 — 1 

/*  A 

den  Factoren,  worin multiplicirt  ist,  ma- 
xi. 

clien  die  vollständige  Wahrsclieinlichkeit  aus,  dafs 
am  Ende  des  nten  Jahrs  B  gestorben  sey  nach  C ; 
wenn  man  also  bey  der  Berechnung  sofort  diese  voll- 
ständige Wahrscheinlichkeit  zum  Grunde  legt,  so 
hat  man  am  Ende  nur  noch  die  beiden  andern 
Theile  als  Correction  hinzuzusetzen.     Der  erste  der- 


selben 

A — 

ist 

I 

-•  t 
A 

El 

c 

[I 

b  — 

E 

^4- 

+   2 
B- 

E 

1 

ab    ■ 

-  Ea 

—" 

-  E(a- 

B 
B 

-I) 

.(b~i) 

A 
A- 

B 

—1 
A — 

(a- 

— 1 
B 

B 

I) 
E 

(b- 

-  I)  c 

A 

a~I) 

b( 

a  (b 

-I)c 

+ 


E  a  b  c].     Der  letzte  Theil  kann,  bey  seiner  Unbe- 
trächtlichkeit,   wohl    füglich   wegfallen. 

Anm.  1,  Zur  richtigen  Berechnung  des  Ueberlehens,  so 
wie  es  in  den  §,  226  bis  229  bestimmt  ist,  bedarf  man  also 
der  Wahrscheinlichkeiten,  dafs  in  einer  gegebenen  Zeit  B  slirbt 
nach  C,  oder  auch  dafs  B  stirbt  vor    C,  von  welchen  Wahr- 

I    S 


isa 
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scheinlichkciten  bereits  oben  im  §,  i35  und  i36  gebändelt  ist. 
Diese  Wahrscheinlichkeiten  lafsen  sich  aber  bey  einer  erfah- 
Tungsmaisigen  Sterbensordnung  weder  für  die  ganze  Lebens- 
dauer noch  für  eine  bestimmte  Anzahl  von  Jahren  aus  den 
Grundzahlen  B  und  C  oder  deren  AUersergänzungen  ß  und  / 
herleiten,  sondern  müfsen  nach  den  Decrementen  aller  Jah- 
re berechnet  werden.  Ich  bemerke  in  dieser  Hinsicht  noch 
Folgendes. 

i)  Schon  wenn  man  das  nämliche  Fundamentalalter  an- 
nimmt, ändern  sich  diese  Wahrscheinliclikeiten  _/üf  die  ver- 
schiedenen Jahre  beträchtlich.  Es  ist  z.  B,,  wenn  anfänglich 
B  3o  und  C  4o  Jahre  alt  ist,  zufolge  Süfsmilchs  Sterbensordnung 

die    vollständige    Wahrscheinlichkeit, 


jiach  Verlauf 

von  Jahren 

dafs  B  gestorben  nach 

dafs  C  gestorben  nach 

C 

B 

S 

o,oo3i9 

0, 00319. 

lO 

o,oi473 

0,01457 

i5 

o,o555o 

0,05718 

20 

o,o6gu3 

0,06976 

25 

o,i3o3g 

0,11720 

5o 

o,i8535 

0,18009 

55 

0,26855 

o,246oi 

4o 

o,3665o 

o,3o4G9 

65 

0,45751 

0,54700 

5o 

0,52821 

0,37283 

55 

0,57351 

o,38552 

56 

o,58oi4 

0,38707 

6r> 

*),6i2ü3 

0,38797 
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1)  Noch  mehr  weiclit  diese  Walirsclieinlichkeit  von  dem 
Verhältnifse  der  Fundamentalzahlen  und  der  Alterseigänzungen 
ab,  wenn  sie  auf  die  ganze  Lebensdauer  für  mehrere  Paare  von 
verschiedener  Altersverbindung  gesucht  wird.  So  ist  z.  B. 
wieder  nach  Süfsmilchs  Mortalilatstabelle  für  die  ganze  Le- 
iensdüuer    der    altern    Person 


bey     dem   Alter 


die   vollständige  Wahrscheinlichkeit, 


von  B 

10 
20 
5o 
4o 
5o 
60 

70 
80 


von  C 

»5 
«5 
85 
85 
85 
85 
85 


dafs  B  gestorben 
nach  C 
o,o52ig 
0,07350 

O,1025o 

o,i3888 

0,'J002() 

0,3 1 176 
0,09863 

o, 433^3    [ 


dafs  C  gestorbßu 
nach  B 
o,o34:i8 
o,o4457 
ü,oGi5o 
0,08289 
.0,12971 
0,19776 
o,3i5G5 
0,43164. 


Uebrigfens  erklärt  sich  die  Veränderlichkeit  dieser  Verhältnifg« 
leicht  nus  der  Verschiedenheit  der  llecremente  in  den  verichi«- 
denen  Altern,  ■ 


Indefsen  ist  es  doch,  wenn  man  so  verfährt,  wie  Im  $. 
l36  gezeigt  worden,  und  einigermafsen  darauf  eingeübt  ist, 
nur  die  Arbeit  von  einigen  Stunden,  für  zwey  gegebene  Al- 
ter die  Wahrscheinlichkeit  aller  Jahre,  dafs  eine  Person  vor 
oder  nach  der  andern  gestorben  sey,  zu  finden.  Wie  man  die 
eine  Wahrscheinlichkeit  aus  der  andern  herleitet,  ist  schon 
ebenfalls  $.  i35  angegeben  Die  zweite  Arbeit,  nämlich  die 
Multiplication  dieser  Wahrscheinlichkeiten  jn   die    Zahlen     der 
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S*<l)enclen  A  läfst  sich  mit  Hülfe  von  MultiplIcaLloustabellen 
wohl  in  eben  so  kurzer  Zeit  bestreiten, 

Anm,  2.  Ich  bin  bey  diesen  letzten  Problemen  darum 
•O  umständlich  gewesen,  weil  sie  bisher  nicht  hinlänglich  ei-J 
örtert  zu  seyn  scheinen»  Tetens  handelt  davon  nicht  unmit- 
telbar ;  indefsen  beruft  er  sich  in  seiner  Einleitung  etc,  S,  470, 
wo  er  die  Ueberlebensrente  für  A  sucht,  wenn  zuerst  C  und 
nachher  B  gestorben  ist,  -welcher  Fall  den  hier  abgehandelten 
Aufgaben  analog  ist,  auf  die  vorhergehenden  §,  §,  19  und  20, 
(wo  die  Wahrscheinlichkeit  ])estimmt  ist,  dafs  zuerst  C,  dann 
B  und  zuletzt  A  stirbt,  imgleichen  die  AnwartscJiaft,  welche 
auf  diesen  Fall  bey  dem  Tode  von  A  bezahlt  werden  soll,  ge- 
sucht wird)  und  sagt,  dafs  man  hier  ein  ähnliches  Verfahren 
anwenden  könne.  Die  Beweise  der  §.  §,  19  und  00  sind  aber 
theils  sehr^  verwickelt,  thi.üs  am  Ende  nicht  befriedigend,  in- 
dem darin  wieder  die  Hypothese  zu  Hülfe  genommen  ist. 
Auch  scheint  es  Tetens  zu  befremden,  dais  bey  diesen  Rechnun- 
gen immer  ein  Stück  übrig  bleibt,  welches  nicht  auf  die  ge^ 
wohnlichen  Lebensdauern  und  Leibrenten  zurückzufuhx-en    ist» 

Herr  Brune  nimmt  in  seiner  Berechnung  der  Lebensren- 
ten und  Anwartschaften  etc.  an,  dafs  das  Ueberleben  von  A 
über  die  nach  C  gestorbenen  B,  wenn  B  die  jüngere  Person,  ZZ 

(l ^)    (E  a   —    E  rr  —  E  "aT  f  E  aT^  ,    über    die 

^ß  ,  _  _ 

nach  B  verstorbenen  C  aberZZ ■    (E  a  — -  E  ab  —  E  ac     f 

2A' 

E  abc)  sey,  wo  ß  und  '/  die  Altersergänzungen  sind.  Bruno 
giebt  selbst  dies  für  eine  Näherung  aus ;  indefsen  kann  doch 
die  Abweichung  von  dem  wahren  WerLhe  so  bedeutend  werden, 
dafs  man  die  Näherung  kaum  als  eine  solclie  ansehen    kann, 

Herr  Morgan  setzt  in  seinen  Principles  &:  doctrine  S, 
194   und    197    die  Anzahl    derer    C,    welche    bis  zur  kleinsten 

_   (3— B-)  (C— C— ) 

AUersergäiizung  z  nach  B  sterben,  —  — » 
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und  die  Anzahl  der  B,  die  bis  dahin  nach  C  sterben,    eben    so 
grofs  ;  von  der  Zeit  z  an  abersetzt  er  das  Ueberleben  der  jiin- 


/  A  B (  C   —  C-  ) 

geren  Person    B  —  ■ -p •      X 

z 

E  b  f  z,  oder,  wenn  man    die  Wahrscheinliclikeit, 


B 

dafs  bis   zum  Ablauf  der  Zelt  z  B  nach  C   verstorben    Ist,     mit 

7. 

z  z  B~  • 

g—  bezeichnet,    ZT  9"~    ß ^■^\^'    Das  Ueberlobeu 

der  B  von  der  Zeit  z  an  ist  hiebey  theoretisch  richtig  angege- 
ben. Dagegen  ist  die  erslere  Annahme,  wodurch  begrcillich  be- 
«jueniere  Ausdrücke  für  die  Berechnung  entstehen,  nicht  rich- 
tig. Wenn  man  die  ersten  drey  Decremente  von  B  mit  a,  b,  c, 
und  die  ersten  drey  Decremente  von  C  mit  «)    /?>  /  bezeichnet, 

(B  —  ßi.)    (C  —  C)  ,  ^        ^ 

so  ist rrr  5  (a  «  t  ^  /^  T  •''/  T 

2 
b«  t  ^/^  t  b/  t  C«  t  C /?  t  ^7).  1^'«  wahre  An- 
zahl der  nach  B  verstorbenen  C  ist  =  f  (^  c«  f  b  /?  f 
C  /)  f  /?  a  f  ^  a  f  j'  ]),  und  die  währe  Anzahl  der  nach 
C  verstorbenen  Bz=f(aatb/?tcj')  \  \i  a  \  C  a 
■}"  C  /?,  woraus  sich  schon  ergiebt,  dafs  diese  Gröfsen  nicht 
durchgängig  gleich  seyn  können.  Wenn  z,  B.  B  20  und  C 
85  Jahr  alt  ist,  so  erhält  man  aus  Süfsmilchs  Tabelle  nach  Mor- 
gans Methode  die  Anzahl  sowohl  der  bis  zum  Abgang  der  all- 
sten Person  nach  B  verstorbenen  C  als  der  nach  C  verstorbe- 
nen B  m  4g5,  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  die  erste  Zahl 
ZU  6i4,  und  die  letztere  ZZI  072,  welche  Zahlen  man  auch  bey 
einer  Näherung  wohl  nicht  als   gleich  annehmen  kann. 

Der  Grund  der  Schwierigkeit  dieser  Probleme  ist  übrigens 
schon  in  der  von  mir  gebrauchten  Benennung  des  zwiefachen 
Ueberlebens  angegeben,  und  es  erkiä\t  sich  hieraus  hinlänglich. 
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M'jirum  dieses  Ueberleben  nicht  durch  die  Werthe  der  mittlem 
Lebens-  und  Verbindungsdauern,  sondern  nur  allenfalls  durch 
I'roducte  der  Lebensdauern  in  einander  ausgedruckt  werden 
kann.  Bey  der  Wahrscheinlichkeit  des  Ueberlcbens  war  die  For- 
mel   für   die     Zahl    der    in    jedem    Jahre    überlebenden    A    HZ 

n          n — 1  n 

A  ^B (C  —  C~);  wenn  es  aber  auf  die  Dauer  des  Ue- 
berlcbens   ankömmt ,     so    ist     diese    für    jedes    nte    Jahr     ZZZ 


A     fyi^  (C  — ^C~),     indem    nun    A       mit    der  Summe 

aller  vorher  nach  C  verstorbenen  B  multiplicirt  werden  nuifs; 
daher  entsteht  hier  noch  eine  Summirung,  die  bey  der  Wahr-^ 
scheinlichkeit   des   Ueberlcbens    nicht   vorkömmt. 

Wollte  man  mit  den  Aufgaben  dieser  Art  noch  weiter  go« 
hen  und  z,  B.  fragen,  v.'ie  lange  leben  in  der  Verbindung 
A  B  F  G  1'  Q,  die  beiden  Personen  A  B  zusammen,  nachdem 
zuerst  P  Q  und  dann  F  G  verstorben  sind,  so  liefse  sich  zway 
nach  dem  Vorhergehenden  ein  Ausdruck  für  die  Auflösung  der 
Aufgabe  angeben,  indefsen  ist  aus  demjenigen,  was  über  die 
beiden  letzten  Probleme  bemerkt  worden ,  abzunehmen  ,  mit 
welchen  Schwierigkeiten  die  Berechnung  nach  einer  solchen 
Formel  verbunden  seyn    würde, 
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Fünftes     Kapitel. 

Vom 
längsten  Lehen    unter    mehreren   Personen, 


§•  230. 

In  einem  Verein  mehrerer  Personen  kann  nicht 
nur  das  längste  Leben  des  Einzelnen,  sondern  auch 
die  Dauer  der  längsten  Verbindung  eines  jeden  in 
dem  Verein  möoliclien  Grades  in  Betracht  kom- 
men. Von  dem  längsten  Leben  des  Einzelnen  m 
einer  Verbindung  von  zwey  Personen  ist  schon 
oben  §.  140  gehandelt;  dabey  giebt  es  nur  eine 
einzige  Verbindung  von  zwey  Personen,  wofür  nur 
eine  mittlere  Dauer  angegeben  werden  kann.  Wenn 
anfänglich  drey  Personen  Aj  B,  C  verbunden  sind, 
so  sind  nicht  nur  drey  einzelne  Existenzen,  sondern 
auch  drey  verschiedene  Verbindungen  zu  zwey, 
nämlich  A  B,  A  C  und  B  C,  und  es  kann  also  nicht 
nur  nach  dem  längsten  Leben  des  Einzelnen,  son- 
dern auch  nach  der  längsten  Verbindung  zu  zwey 
gefragt  werden  ;  dagegen  giebt  es  nur  eine  einzige 
Verbindung  zu  drey,  die  lediglich  nach  ihrer  mittle- 
ren Dauer  zu  bestimmen  ist.  In  einem  antänglichen 
Verein  von  vier  Personen  giebt  es  vier  einzelne 
Existenzen,  sechs  verschiedene  Verbindungen  zvi 
zwey,  A'ier  verschiedene  Verbindungen  zu  drey, 
und   eine  Verbindving  zu  vier;  folglich  kann  zu  be^ 
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stimmen  seyn  das  längste  Leben  des  Einzelnen, 
die  längste  Verbindung  zvi  zwey  und  die  längste 
Verbindung  zu  drey ;  für  die  Verbindung  zu  vier 
ist  unr  die  mittlere    Dauer    anzugeben, 

Aufserdem  kann  noch  in  Betracht  kommen  das 
Uehej'Iehen  einer  jeden  längsten  Verbindung,  die 
Verbindung  nach  dem  Exponenten  l  mit  eingerech- 
net, über  die  nächsthöhere  längste  Verbindung,  oder, 
wie  es  hier  der  Kürze  wegen  genannt  werden'  soll, 
die  Alleindauer  jeder  Verbindung  eines  bestimmten 
Grades,  d.  i.  die  Zeit,  während  welcher  eine  Ver- 
bindung dieses  Grades  ohne  irgend  eine  andre  hö- 
here   besteht. 

Anm,  Zur  Erläuterung  bemerke  ich  noch.  Wenn  ein 
Verein  anfänglich  aus  m  1'cr.sonf.n  bestellt  und  die  Anzahl  der 
Vereine  ZU  ABC  .  ,  K  gesetzt  wird,  so  dauern  einige  Ver- 
eine fort  in  ungetrennter  Verbindung,  andre  dauern  fort  in 
Verbindungen  zu  ni  —  i,  noch  andre  in  Verbindungen  zu 
m  —  2,  etc,  und  noch  andre  in  einzelnen  Individuen.  Es 
kömmt  folglich  bey  Eestimmung  des  längsten  einzelnen  Lebens 
in  jedem  Verein  darauf  an,  wie  lange  die  ungetrennten  Verei- 
ne bestehen,  yv'ic  lange  noch  überdem  alle  Verbindungen  nach 
m  —  1,  nach  m  —  2  etc.  bestehen,  luid  wie  lange  überdem 
die  einzelnen  Existenzen  fortwähren;  nimmt  man  mm  al!« 
diese  Zeiten  zusammen  und  dividirt  mit  ABC  .  .  K,  so  crliält 
man  das  längste  Leben  des  einzelnen  in  jedem  Vereine.  E- 
ben  so  besteht  irgend  eine  Verbindung  zu  zwey  in  jedem  Ver- 
eine ,  so  lange  die  Verbindungen  zu  m  fortdauern  ,  so 
lange  noch  irgend  eine  Verbindung  zu  m  —  1,  m  —  1  etc* 
und  so  lange  noch  eine  Verbindung  zu  zwey  allein  besteht; 
nimmt  man  v.'ieder  alle  diese  Zeiten  der  gesaninUen  Verbindun- 
gen zusammen  und  dividirt  mit  A  B  C  .  .  K,  so  hat  man  die 
Dauer  der  längsten  Verbindung   zu  zwey   in    jedem  Vereine, 
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§.  230.  b. 

Sind    anfänglicli    ni  Personen,    nämlich    ABC 
bis  K  in  einem  Verein  vorhanden,  wird  die  Anzahl 
der  Vereine  =  A  B  C   . .  K  gesetzt,    so  mufs     also, 
wenn   das  längste  Leben    des    Einzelnen    in    jedem 
Verein    gesucht    wird,  zusammengenommen  werden 
die  Dauer  der  Verbindungen  nach  m,   das  gesanim- 
te  Ueberleben  aller  Verbindungen  nach  m — J,  m — 2 
etc.  über  die  nächsthöhere  Verbindung,  so  wie  end- 
lich das  gcsaramte  Ueberleben    der    Einzelnen  über 
die  übrigen  Personen  im  Verein,  und  die  Summe  die- 
ser Zeiten  mufs  mit   ABC   .  .   K    dividirt    werden. 
Auf  eben  die  Weise  wird   die    Dauer    der    längsten 
Verbindung   nach  zwey  in   dem  Vereine  gefunden, 
wenn  man  alle  die  vorhin  angegebenen  Zeiten,  mit 
Ausnahme  des  Ueberlebens  der    Einzelnen,    zvisam- 
mennimmt  und  mit  ABC  .  .  K   dividirt  etc.     An- 
statt defsen  kann  man  aber    auch   den  Inbegriff  der 
Jahre,  welche  sämmtliche  anfängliche    Vereine    un- 
getrennt   durchleben    und    sämtliche    Verbindungen 
der  verschiedenen  Vereine  überleben,   den  Inbegriff 
jeder  gleichnamigen  Verbindung    für    sieh    genom- 
men,   mit   ABC   .  .   K    dividiren  und  die  Quotien- 
ten addiren,  d.  h.  man  kann  sofort  die  mittlere  Dau- 
er der  ursprünglichen  Verbindung ,   imgleichen  das 
mittlere    Ueberleben     jeder    Verbindung    von    allen 
Graden  von  m  —  I  an  bis  u  zusammennebmen,  um 
die    Dauer    der    längsten    Verbindung    nach    u    zu 
hnden. 
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$.  231. 

Soll  nun  zuerst  die  Dauer  der  längsten  Ver- 
bindung nach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen 
Ahsterhens,  und  zwar  unter  ni  Personen  von  glei- 
chem Alter  a,  avozu  die  Ergänzung  «  gehört,  ge- 
sucht werden,  so  ist  die  mittlere  Dauer  der  Verbln- 

oc 

dun^    nach     m  =:    ;; —  (§.   203);   ferner   Ist    die 

^  m  f  I    ' 

Summe  des  mittlem  Ueberlebens  aller  Verbindungen 

nach  m  —  I   wieder  n=  — ; —  ,  die  Summe  des  mitt- 

m  f  I 

lern  Ueberlebens  aller  Verbindungen    nach    m  —  2 

ebenfalls   =  — - — ,    so  wie    überhaupt  die  Summe 
m  f  I  . 

des  mittlem    Ueberlebens    aller  Verbindungen  nach 

m  —  u  über  die  nächsthöhere    Verbindung    glelch- 

Ci 

falls    =:     (§.    220).       Man    erhält    also    die 

m  t  I 

« 

Dauer  der  längsten  Verbindung  nach  m  rrr  ; > 

^^  ^  m   f    I 

die  Dauer  der  läiigsten  Verbindung   nach  m  —  I   rr= 

«  ,  a  2    «  11.. 

■ -4~ :=! ,  die  Davier  der  längsten 

mfimfi         mfi 

2     «  «  

Verbmduncr  nach  m  —  2  =   ,"~    ~r  ~~~, —    ^^^^ 

^  m  f  r  m  t   I 

■ 5  so  wie   überhaupt  die  Dauer    der    längsten 

m  t  I 

...  u  f  I  r  1    1  ■  1 

Verbinduuc;  nach   m  —  u  =r   — - —    « ,     folglich 
cT  m  f  I 
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die  Dauer  des  längsten  einzelnen  Lebens    oder  der 

ni 
Verbindung  nach  ni  —  ni  -{-  l  z=z    — ,  —     a. 
"  '  ni  -f-  1 

Hieraus  läfst  sich  also    der   vollständige  Werth 

der  Dauer  jeder  längsten  Verbindung,  von  welchem 

Grade  es  auch  sey,  sehr  leicht  angeben. 

Anm.    1.     Was  von  der  Altersergänzung,    wenn  das  längste 

Leben    des    Einzelnen    davon  abgezogen  wird,   übrig  bleibt,  ist 

die  Zeit    des    Ganzausgestorbenseyns   des  Verciuo,   welche  hie-' 

cc 

nach  ZZ wird ,    wie  es  nach  §.   220  seyn  mufs, 

m  f  I 

Hiernach    bleibt    also    das    längste  Leben    des  Einzelnen," 

m 

oder ~    «>    immer    kleiner    als    «?    wie    grofs    auch    die 

m  ■]■  I 

Zahl  der  zusammenlebenden  Personen  angenommen  werden 
mag.  Das  scheint  in  einem  Wiederspruclie  mit  der  Sterbens- 
ordnung zu  stehen,  da  sonach,  wenn  auch  m  ZZ  A,  d.  h.  der 
anfänglichen  Zahl  der  Lebenden    vom  Alter  a  gleich  ist,    doch 

_      A 

das    längste  Leben    nur  .      —    cc   wird  ,    wiewohl    nach 

A  t  I 

der  Sterbensordnung  von  A  Personen  Eine  das  höchste  Alter 
erreicht.  Der  Widerspruch  ist  indefsen  nur  scheinbar,  imd 
diese  Behauptungen  stimmen,  richtig  verstanden,  völlig  mit  ein- 
ander überein.  Nach  der  Sülsmilchschen  Sterbensordnung  lebt 
z,  B,  im  Anlange  des  Jahrs  gS  noch  eine  einzige  Person,  im 
Anfange  des  Jahis  96  aber  keine;  die  letzte  Person  stirbt  näm- 
lich im  Jahre  gS  ,  noch  vor  dem  Anfange  des  Jahrs  96  ,  und 
erreicht  also  die  Gränze  niclit.  Wenn  im  Anfange  des  Jahr» 
90  auch  noch  100  Personen  lebten,  so  mlifsten  doch,  falls  96 
wieder  das  höchste  Alter  seyn  soll,  diese  100  Personen  sämt- 
lich im  Laufe  des  Jahrs  96,  folglich  vor  dem  Anfange  des  Jahrs 
96,  absteiben,  und  keine  von  ihnen  würde  die  Gränze  errei- 
chen.    Nur  wenn  ra  iz:    00    gesetzt  wird,    so  w^äe  der  Unter- 
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111  f  I  m  1  I 

schied — r~~   ^^^^  ,    und  dio 

m  f  I  m  f  I  111  f  I  00 

letzte  Person   würde  einen  unendlich  kleinen  Zeittheil  vox'  dem 
Anfange    des  Jahrs    96   sterben. 

Dies  ist  die  richtige  Auflösung  des  anscheinenden  'Wider- 
spruchs, Tetens  dagegen  demonstrirt  S.  486  etc,  in  seiner 
Einleitung,  dnfs,  wenn  gleich  nach  der  Sterbensordnung  von 
A  Personen  eine  das  höchste  Alter  erreiche,  dies  nur  von  dem 
Durchschnitt  gelte,  und  nicht  von  jedem  Haufen  von  A  Per- 
sonen des  Alters  a  angenommen  werden  könne.  Das  ist  frei- 
lich wahr;  eS  ist  nicht  walirscheinlich,  dafs  in  jedem  Haufen 
dieser  Art  gerade  eine  Person  sey,  die  das  höchste  Alter  er- 
reiche, eben  so  wenig  als  es  gewifs  oder  auch  nur  wahrschein- 
lich ist  ,  dafs  jede  einzelne  Person  vom  Alter  a  gerade  noch 
die  mittlere  Lebensdauer  erreiche.  Wenn  man  aber  nach  dem 
Durchschnitt  rechnen  will  und  mufs,  so  kann  man  nicht  anders 
annehmen,  als  dafs  eine  gegebene  Person  das  mittlereAIter  er- 
reiche, so  wie  dafs  von  A  Personen  des  Alters  a  eine  das  höch- 
ste Alter  erreiche,  d.  h.  im  Allgemeinen,  dafs  der  Durchschnitt' 
für  die  gegebenen  Fälle  gelte.  Dies  ist  der  Grund  ■  der  gan- 
zen Berechnung  der  mittlem  Zeiten  und  mittlem  Rentenwerthc. 
Anm,  2.  Es  würde  sich  auch  für  Personen  verschiedenen 
Alters,  unter  Voraufsetzung  des  gleichmäfsigen  Absterbens,  ei- 
ne Formel  für  die  Dauer  der  längsten  Verbindung  jedes  Gi^a- 
des  angeben  lafsen,  Sie  würde  indefsen  von  der  allgemeinen 
Formel,  die  in  den  folgenden  §.  §.  aufgestellt  wird,  nicht  we- 
sentlich verschieden  seyn,  und  ich  glaube  daher  hier  auf  die- 
se   folgenden  §,  §,  verweisen   zu  können, 

§.  232. 

Wird  nach  irgend  einer  heliehigen  Sterhens- 
ordnung  in  einer  anfänglichen  Verbindung  nach  3 
das  längste  Leben  des  Einzelnen  gesucht,  und  wer- 
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den  die  Personen  mit  A,  B,  C  und  ihr  Alter  mit 
a,  b,  c  bezeichnet,  so  ist  zusammen  zu  nehmen 
das  mittlere  Ueberleben  von  A,  von  B,  und  von  C 
über  die  Verbindung  zu  zwey,  ferner  das  mittlere 
Ueberleben  der  Verbindung  von  AB,  von  AC  und 
BC  über  die  Verbindung  von  ABC,  so  wie  zuletzt 
die  mittlere  Dauer  der  Verbindung  von  ABC, 
folglich  wird  nach  §.  222  das  gesuchte  längste  Leben 

=  Ea  —  (Elb  +  Erö  +  E  7170 

-f-Eb  —  (Elb  +  Eb^O  +  E  Tbl 

-f-  Ec    —  (E  ac  4~E  bc)-l-Eabc 

-|-Eab  —  Eabc 

-|-Eac  —  Eabc 

-|-Ebc  —  Eabc 

-}-  E  a  b  c 


=  (E  a  4-  E  b  +  E  c)  —  (E  ab  4-  E  ac  -f  E  bc) 


-j-  E  abc,  und  wenn  man,  wie  oben,    die   Existenz 

irgend  eines  Einzelnen  mit  E  I,  die  Coexistenz  ir- 
gend eines  Paars  unter  den  gegebenen  Personen  mit 

E  II,  die  Coexistenz  irgend  einer  Conternation  mit 
E  III ,  und  die  Summe  der  Existenzen  oder  Coe- 
xistenzen  jeder  Art  mit  5  .  E  I,  S.Ell  etc.  bezeich- 
net,   so    hat    man     das    längste   Leben  =:   ^.E  I  — ' 

5.E  il  -|-  E  iTT. 

Suchte  man,  bey  einer  anfänglichen  Verbindung 
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nach   3,   die  Dauer  der  längsten    Verbindung    nach 
2j     so    wäre    sie    nach    dem     Vorhergehenden     = 

Eab    —   Eabc   -f-Eac    —   Eabc-}-Ebc 

>-  E  a~bc  -f  E  abc  ^rrE^-fE^+Ebö  — 

2  E  abc  =  5.E  TT—   2    E  HL 

Die  Verbindung    nach   3   ist  nur    eine  einzige. 

Ferner    ist    in    einer   anfängHchen  Verbindung 
nach    4,     das    längste     Leben    des     Einzelnen     r= 

Ea  -  (E  ab  t  E  ac  t  E  i^)  t  (E  Ib^  t  Eliblf  E  Z^)  -  E  abcd 
t  Eb  -  (E  d^  t  E  b^  t  E  bd)  t  (E  ab'^  f  E  iibd"t  E  bTd)  -  E  abcd 
fEc  -  (E^fEb^fE'^i;  KEabcfE^fEb^)  -  E  a'bcd 
fEd  -  (EldtEbdtEcä)t(EabdtE'^tEb^)   -  E  abcd 


t    Eab 

-  (E  abc  t  E  abd  ) 

f  E  abcd 

t  e"^ 

-  (E  abc  t  E  acd  ) 

Y  E  abcd 

t    Eiid 

-  (E  abd  t  E  acd  ) 

f  E  abcd 

t    Eb^ 

-  (EabcfEbcd) 

t  E  abcd 

t    E  bd 

-  (E  abd  t  E  bcd) 

t  E  abcd 

t    E^ 

-  (EacdfEbcd) 

f  Eabcd 

t    E  abc 

-   Eäb7d 

t    E  abd 

-  E  abcd 

t    E.^1 

-  E  abcd 

t    Eb7d 

-  E  abcd 

/ 

t  E  abcd 

—  (E  a  t  E  b  t  E  c 

fEd)—  (ErbtEl^t 

E  a  d    f    £  1j  c 

f    Ebd    t    Ecd)t(EabctEabdtEacd    fEbcd)   — 
E  ÄhTd   —  ^  .  E r  —   ^ .  E  n   t    S  .  E  HI  —   E  lY. 
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Die    längste     Verbindung    nach    2  wäre    r^: 

E  Tb    —    (E  TbT  4-  E  Tbä)    4-  E  ^b"^ 

4-    E   a  c    —    (E  a  b  c  -j-  E   a  c  d)    -j~  E  a  b  c  d 

-j-    Ead    —   (Eabd-j~E^cd)    -j~  Eabcd 

4-    E  bc   —   (E  7b^  4-  E  bTd)    4-  E  abcd 

4-  E  bd  —  (E  riTTi  4-  E  bTd)  4-  E  abcd 

4-    E  ^    —   (ETTd  4-  E  "b^d)  4-  E  abcd 

4-Eabc  —  Eabcd 

4-Eabd  —  Eabcd 

4-Eacd  —  Eabcd 


4-Ebcd  —    Eabcd 


4"    E  abcd 


(Eab4-Eac4-Ead4-Ebc    4-Ebd 


4-    E  c  d)  —    2  (E  a  b  c  4-  E  a  b  d  4-  E  b  c  d) 

4-  3  E  7bTd  =  5.eT!  —  2  5.EI1T  4-  3  eIv. 

Die  Dauer  der  länosten  Verbindiins  nach  3  wird 
=  (E  abc  4-  El  abd  4*-  E  acd  4"  E  bcd)  —  4  E  abcd 

4-  E  abcd 

=  5.  Ein  —  3  Eiv. 

Auf  eben  die  Weise  findet  man  bey  einer  an- 
fänglichen Verbindung  nach  5  das  längste  Leben  des 

Einzelnen=i5.E  I  —  S.BIT  4-    5.E  III  —  S.B  IV 
4-  E  V,  die  Dauer  der  längsten    Verbindung    zu  2 
II.  K 
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=  S-.E  ll  —  2  5.E  m  4-  3  ^.E  iT  —  4  EY,  die 
Dauer  dei'  längsten  Verbindung  zu  3  z=r  6'.E  III 
—  3  5.E  IV  -4-  6  E  V,  und  die  Dauer  der  läng- 
sten Verbindung  zu  4  =   5.E  IV    —    4  E  V. 

Das  allgemeine  Gesetz,  Avonacb  die  Dauer  der 
längsten  Verbindung  zu  n  in  den  ersten  lünf  Gra- 
den ausgedruckt  werden  kann,  ist  also 

S.EN —   5.EN  +   I    -i-    "'"^'   >^.EN-i-II 

I  1.2 

n  .  n   f   I  .  n   -J-   2 


1.2.3 

n  .  n  t   I  .  n  t  2  .  n  f   3 
X   .   2   .    3    .  4 


5  .  E  N    -f    III     -f 
S  .  ElT+lV    —  .  . 


§.  253. 

Die  y4lleindauer  irgend  einer  Verbindung,  oder 
das  U eberleben  der  längsten  Verbindung,  nach  n  ist 
die  Differenz  zwischen  der  Dauer  der  längsten  Ver- 
bindung nach  n  und  der  Dauer  der  zuletztbestehen- 
den Verbindung  nach  n  -f-  I,  welches  an  sich  klar 
ist.  Wird  also  die  Alleindauer  des  einzelnen  Le- 
bens in  einer  anfänglichen  Verbindung  nach  3  ge- 
sucht, so  hat  man    dieselbe  = 

5.EI  —  5.Err-i-    Ein 
—  5.ETr-f  2  eut 

=r  5.E  I  --  2  ^.ETT  +  3  E  in"; 

eben  so  ist  hier  die  Alieindauer  der  Verbindung  zu  2  ^^ 
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5.EIT  —  2  eTII 


-.        Ein    ' 


=  5. Ell  —  3  E  III. 
Ferner  ist  in     einer    anfänglichen    Verbindung 
zu  4   die  Alleindauer  des  Einzelnen  r=z 

5.E  I  —  5.E  II  -I-       5.E  m  —       E  W 

—  5.E  iT  +  2  ^^E  m  —  3  E  nr 

—  S.Bl  —  2  5.E  n  -f  3  5.E  ill  —  4  E  iT, 
die    All-eindauer    der    Verbindung    zu   2     = 

^.EH  —  2  5.ElIi  +  3  ElV 

—     5.E  iii  +  3  E  nr 

=  S.B  iT  —  3    5.E  m  -f  6  E  IY7 
die    Alleiudauer    der    Verbindung    zu     3    aber    = 

5.Em  —  3EIV  —  E  iV  =  5.Elir— 4  EIV^ 
Noch  ist   in   einer   anfänglichen  Verbindung  zu 
5  die  Alleindauer    des    einzelnen    Lebens  m 

S.EI  —  5.Eir+  5.Elir—  5.EIV"-f-  EV 

—  5".E  lT+  2  5.ElTr—  35.E IV"-f  4EV 

=  5.EI  —  2  5.EIH-  3.5E Tu  —  4  S.E  iTH-  5EV, 
die  Alleindauer  der  Verbindung  zu  2  = 

5.Eir  —  2  5.E  m  4-  3  5.EIV  —  4  E  V 
—      5.E  m  4-  3  5.E  iv  —  6  E  V 

=  5.E  iT  —  3  5.E1II  -f  6  5.E  iT—  10  E  V, 

K  2 
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die     Alleindauer    der    Verbindung    zu    3    m: 
S.B  iTl  —  3   ^-.E  lY  -f  6  E  V 
—       5.E  iT  +  4  E  V 

=  5.E  Hr  ^  4   5.E  fV  -I-  10  E  V, 
so    wie     die   Alleindauer    der    Vei'bindung   zu   4  nr 

5.E  rY  —  4  E  V    —   E  V  =  S.B  IV  _  5  E  V. 

Für    die    hier    ant^elühiten    Grade    ist  also  das 

Gesetz,   welches   die  Alleindauer    jeder     Verbindung 

nach  n   ausdruckt:    5.EN  —     --'-^    6\E  N  t~I 

1.1  1.2.3 

nf2.uf3.nf  4      ^  — , 


5.EN  +  III  +    — ' ^-^--  ^.ENflV-.. 

1.2.3.4 

Anm.  Ucbrjgens  bezeichnet  S.Tc.  N  f  X  die  Summe  der 
Verbindungen  nach  n  f  x  unter  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Personen,    wo   alle  Personen  als  gleich   betrachtet  werden.      Da- 

gcj^en  war  vorher  ^'i.  220  ^.E  N  .  X  die  Snmme  der  Verbin- 
dungen nach  n  \  X  unter  der  ge;:;ebenen  Anzahl  von  Personen, 
Avo  aber  in  jeder  Verbindung  n  bestimmte  Personen  mit  ent- 
halten waren. 


$.  234. 

Die  Allgemeinheit  des  in  den  vorhergehenden 
beiden  Paragraphen  angegebenen  Gesetzes  für  die 
Dauer  der  längsten  Verbindung,  imgleichen  für  die 
Alleindauer  dieser  Verbindung  wird  folgendermalsen 
erwiesen. 
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Wenn  die  Anzahl  der  anfänglich  veibnnd(Mien' 
Personen,  von  gleichem  oder  ungleichem  Alter,  = 
q  ist  und  das  Absterben  derselben  succelsiv  ge- 
schieht, so  existiren  vom  Ablauf  der  Alterserganzung 
der  jüngsten  Person  an,  in  den  verschiedenen  Zeit- 
theilen,  die  zwischen  dem  jedesmaligen  Abgange 
zweier  Personen  enthalten  sind,  rückivürts  gerechnet, 
einzelne  Personen  1,2?  3  etc.  . .  q,  Paare,  von  ei- 
nem    Zeittheile     weiter    rückwärts     an     gerechnet , 

q  .  q  —  I 

I  >    3  )    6    etc.    .  .    — ,  Conternatioiien,. 

1,2 

wieder  von   einem    Zeiltlieile   weiter    rückwärts   ge- 

q  .  q   —   I  .  q    —  2 

rechnet,  i,  4,  ic  etc.  .  . 5 

1.2.3 

Conquaternationen,    abermals    von     einem    Zeittheile 

weiter    rückwärts    gerechnet,     1,    5,    {$    etc.    .  . 

,  u.  s.  w.,  Verbindun- 

1.2.3.4 

gen    nach    q    während    des    letzten  Zeittheils,  rück- 

q  .  q   —    I   . .    I 

warls     gerechnet  , — ■-    rzr   I. 

I  .  2    . .   q 

Werden  nun  die  verschiedenen  Zeittheile,  die 
gleich  oder  ungleich  seyn  mögen,  in  ihrer  Ordnung 
rückwärts  mit  a,  b,  C,  b  .  .  m,  n,  e,  :p,  q  bezeichnet, 
wo  also  a  die  Alleindauer  des  Einzelnen  oder  das 
TJ  eberleben  des  Längsllebenden,  b  die  Alleindauer 
der  Verbindung  zu  2  oder  das  Ueberleben  der 
längsten  Verbindung  dieses  Grades,  c  die  Alleindauer 
der     Verbindung     zu     3    etc.     bezeichnet ,      so     ist 
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5.E  I  =  rt  4-  2b  4-  3c  4-  . .  +  q  .  q 

5.ElI=  b  +  3c+    615+  ..      4-   ■  ^  •  '^  ~  '      q 

1.2 

5.Eiir=c4-4i?4-ioe4-  ..  +  _q-^q-i.q-2^ 

1.2.3 

etc.  etc. 

^  :^ r,  q^-i«q — 2. .2       .    q.q-i..3 

5.EQ  ~  11=  0  4--^ ~ ^+ -q 

1 .2  ..  q  —  2  I.2..  q-2 


q.q  —  I  ..  2 


5.E  Q  —  I  =  «  4^  —^^ q 

Wenn    man    ferner 
9r=ra4-b4-c  +  ..4-q, 
23==:b4-c4-b4-..4-q, 
€=:c+b+c  +  ..4-q, 

etc  etc. 

ID  =  0  4-  ^  4-  q, 
^  =  P  4-  q » 

und  £i  zn  q 

setzt,  so  bezeichnet  31  die  Dauer  des  längsten  ein- 
zelnen Lebens,  23  die  Dauer  der  längsten  Verbin- 
dung zu  2?  ß  die  Dauer  der  längsten  Verbindung 
zu  3  etc.,  O  die  Dauer  der  längsten  Verbindung  zu 
q  —  2>  ^  die  Dauer  der  längsten  Verbindung  zu 
q  —  1  und  O,  :=z  q  die  Dauer  der  allgemeinen 
Verbindung    zu    q,    und    es    ist    dann 
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5.E  I     =  21  -f      S5  +      G  +  . . .  4-  Q 


5.E  III  =  S  -f.  3  2)  +  6  e-  +  . .  +  ^^^^  Q 
etc.  etc. 


5.EQ-II  =a+^ — ^ — ^+^^^ — ^ G 

^  '    1.2   . .  4  -  3  1.2   . .  q-  3 


q  "  i-q 


2 


5.EQ  — I     =5p-L— i i .-     c^ 

5.EQ  =Ü, 

oder  auch 
5.E    I  =  21  4-         S5  4-         6  + ..  +  Ü » 

2  2  .  ?  2.3  ..  q-i 

I  '      I  .  2  '  '     1.2  ..  q-2 

s.Eiii  =  e+  —  2:)H-^-^e  +  ..+    — ^ö, 

'        I  1.2        '  '    I.2..  q-3 

etc.  etc. 


q-2  .      q-2.q-i 


S.EQ— II  =  Ö  +  -^ ^  +  ^ ^— ^ Ü 


X 


5.EQ  — I  =5p  ^ *__ fi, 

5,EQ  =  Ö. 


Hieraus   ergiebt  sich    also 
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Q  =  5.EQ  , 


q  —  1 


^  =  5.EQ  —  I E  Q 


•  q-2  q-2.q-i 

S)  =:  5.EQ-II  -  -^ ^  ^--2 ^ 0. 

'^  I  1.2 


=r  5.Eg— II  —  ^^  5E  g— I  4-  ^  .  i-!  E  Q 
I  II 


1.3 


4-=  cT7/r-T  ,    q-^-q-i 


=  5.EQ— II  —  -^  5E0— 1+  •^-— i — EO. 

I  ^  '  1.2 


Bezeichnet  man  überhaupt  die  Anzahl  der  Per- 
sonen, für  welche  die  Dauer  der  längsten  V^erbin- 
duiig  gesucht  wird,  mit  X,  so  ist  für  die  angeführ- 
ten    drey    längsten    Verbindungen    diese   Dauer  =i: 

5 .  E  X  —  X  5.E  X  -f-  I    +  ^^-  6\E  X-f-lI . .. , 


I  .  2 


und  es  gilt  daher  das  oben  angegebene  Gesetz  für 
diese  drey  höchsten  Verbindungen.  Dafs  dafselbe 
aber,  wenn  es  für  die  höchsten  Verbindungen  in 
der  Reihe  erwiesen  ist,  auch  für  die  nächstvorherge- 
hende gelten  müfse,  ergiebt  sich  auf  folgende  Art, 

Wenn  dieses  Gesetz  für  die  vier  höchsten  Ver- 
bindungen, deren  längste  Dauer  mit  Ol,  ^,  ^  inid 
1^     bezeichnet     werden     niag ,     richtig     isl ,     so    isl 
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-5EN-n^ENtI  t    -     -  SENfll ' !.        ^  t  HI, 


^  ■  ■   ... 


n+i 11+1.11+2         — 

ÖZ=.SENtI--^^ENtII  t ^ENflll, 

1  1.2 


nf  2 


z:5ENtii--^  ENf  in, 


a  =  ENtni. 

Wird    ferner    mit    5J}J    die   Dauer  der  längsten 


Verbindung  unter  N  —  I  Personen  bezeichnet,  so  hat 
man    nach    dem  Vorhergehenden 

.^        ^  rr-;     n-i  ^     n-i.n  _     n  -   i  .   n.n   f    i    _ 

^~S.B  N-I 91 0  -  — —    ^ 

I  1.2  1.2.3 

n  -   I  .  n  .  n  t   I  .  n  t   2    ^      r  i   r  i         •    i 

-  — O  ;    i  oklicn    wird  , 

1.2.3.4 

wenn    man    für    ^1,     £),     ^    und   0.    ihre     obigen 
"Werthe    setzt , 


^♦EN-I  —  6".EN-I 


11-1  11-1  n  -  X         11  

^l~ ^.EN  t •  ^.E  Nfl    - 


n  -  1  .  n 


1    ,    2 

n  -  i.n.ii  f  1 

1.2.5 

n  -  1,11.11  f  1.11  ■{•  2 

1,2.5, i 


n  -  i  .  11  , 
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f  n  -  1        r.n  f  i  n  -  i       n. 11+1,11+2 

^—  S,  E  Nfll  t 


H 


1  1,2  1  1,3,3 

ii-i.n       nf  1  n-i.n      nf  1.11  +  2 

—  S.E  N  t  II •  — ■ ■ — 

1,2  1  1.2  1   .  2 

n-i.n.n+  1  ■        n-i.n.n+i         n  +  2 

^.E  N  t  II  f  '  ' 


1.2.3  *       1.2,3 


en 

t 

III 

E  N 

t 

111 

E  N 

i 

111 

n  -  i.n.n  +  i.n  +  2 

- ;: j-~     EN    t   III. 

Dafs  nun  die  Summen  der  Verbindungsdauern 
nacli  dem  angegebenen  Gesetze  fortgehen,  erhellet 
atis  der  Art,  wie  die  einzelnen  Thelle  des  angeführ- 
ten Ausdrucks  durch  die  Multiplication  entstanden 
sind,  unmittelbar.  "Wenn  lerner  alle  in  eine  und 
dieselbe  Sunmie  der  Verbindungsdauern  multiplicir- 
te  Factoren  oder  Producte  als  eni  einziger  Coeffl- 
cient  rr:  C  angesehen  werden,  und  die  Anzahl  der 
Thelle  dieses  Coefficienten  z=z  r  ist,  so  ist  allgemein, 
die    Theile    von    unten  nach    oben    zu    genommen, 

,        . I 

C  =  —  n  —  i.n.n  -j-I   **n+r--2  (■ 


+ 


1  .  2 
I 


1.3   ..  r — i.i  1.2  ..  r- 2.1.2        i.2..r-3.i.2.3 

J-  .  .    4 ).     Die  in  Klammern    ein- 

1.1.2   . .  r  —  I 


geschlofsene    Summe    ist    nr 


I  i.2..r                 i.2..r 

. .   f 4- 

1  .  2    . .  r  I  .  2   .  .  r            1.2   ..  r  —  i.i 

i.2..r  i.2..r                            — 

1.2  ..r  —  2.1.3  i.2..r' —  3.1.2.3            **»^ 
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T.2..r  1  r 

]  =——. r-  [I :-  + 


I.I.2   .,r  —  1  i.2..r  I 

r .  r  —  I  r  .  r  —    i  .  r 


1.2  1.2.3 


+  •  .  + 


r  .  r  —  I  . .  2  I  — - 

]  =  7- — -  Cd  -  i>  -H  I]  = 


i.2..r  —  I  i.2..r 


4- }     wo  das  obere  Zeichen  steht,    wenn 

'      I  .  2   . .  r 

r    gerade ,    und     das   untere ,    wenn  r  ungerade  ist. 

FolgHch    wird    der     Coefficient    oder     C    zziz    -|- 

n  —   i.n.nfi..nfr    —   2 

• ,  wo  das  obe- 

1.2     .  ,     r 

re  Zeichen  für  ein  gerades  und  das  untere    für    ein 

ungerades  r  gilt,  und  r  im  ersten  Ghede  nach  5E  N  - 1 
r=   I,  im  zweiten  z=:  o     ist  etc. 

Danach  wird  also,  wenn    anstatt  N  —  I   gesetzt 
wird  M^  so  wie  m  anstatt  n  —  I,  und  m  -["  i"  =  ^ 

ist,  ^l  =  5.EM 5.EM+I4 ^  ^.EMfll 

I  1.2 

ni .  m  f   I  .  m   ■\-   2 


1.2.3 
ni .  m  f  I  . .  m  -|-  r  —   i 


S.B  M  -j-  HI  +  . . 


~  EM+R, 
I   .  2      .  .      r 

und  es  erhellet  hieraus  die  allgemeine  Gültigkeit  des 

vorhin     angegebenen    Gesetzes    für    die    Dauer  [der 

längsten    Verbindungen. 

Da  ferner  «  -j-  2b  -f-  3C  -|-  40  +  •  .  =  21  + 

95  +  (£   -f-  S  4-  .  .  ,    ferner    b  -f-  3C   +  6b  -[-  .  . 

=  '^  4"   -^  +    3D   +  .  .    etc.,    folglich    jede    lür 

5.EM  aus  rtj  b>  C  elc.    zusammeii[-^eselicte    Reihe    in 
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Ansehung  der  Coefficienten  dieselbe  Form    hat,   als 

diejenige,  die  für  ^.E  M-f-I  ans  91,  95,  ß  etc.  zu- 
sammengesetzt ist,  so  gilt  auch  für  n,  b,  C  etc.  das 
oben  aufgestellte  Gesetz,  und  wenn  m  die  Alleindau- 
er der  Verbindung  nach  m  unter  den  gegebenen 
m     -|-    r    rr:    q    Fersonen    ist,    so  hat    man    m    = 

m  -1-  I  m  +  I  .m  +  z 

S.EM ^-  -  SEM-\-l  -J 1— Ij:  5E  M  -4-  II 

I  1.2  ' 

m  f   I  .  m  f   2  .  m  f   3 


1.2.3 


5E]VI-f-III    +    .. 


m  "f  T  .  m  f  2   .  .  m  "f*  r 


1   1 : .  EM-fR. 

'  I   .  2   .  .  r  ' 

Werden  übrigens  in  allen  Gliedern  die  corri- 
girten  Werthe  der  mittlem  Verbindungsdauern  ge- 
nommen, so  bedarf  es  hier  so  wenig,  als  bey  dem 
mittlem  Ueberleben,  einer  weitern    Correction, 


§.  235. 

Wenn  bey  den  Aufgaben  des  vorhergehenden 
§.  alle  Personen  von  gleichem  Alter  smd,  so  ist  die 
mittlere  Darier  aller  Verbindungen  defselben  Gra- 
des gleich,  und  man  dari  dann  nur  jede  nultlere 
Verbindungsdauer  mit  der  Anzahl  der  vorhandenen 
Verbindungen  multipliciren,  um  die  Summe  dieser 
Dauer  zu  finden.  Ealls  also  die  Anzahl  der  Perso- 
nen, woraus  die  anfängliche  Verbindung  bestand, 
:=z:    q    ist ,     so    hat     man ,     da    unter    q    Personen 
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q.q  —   I..  q  —  n-fi 


Verbinclunfren   nach 


1  .  2   .  .  n 
n  Statt  linden,  die  Sunime    der    Veroindun^sdaueru 


o 


C1.C1  —  r..q  — n+i 

vom  Grade  n,  oder   5.EN  =  -^ ^ i-EN. 

1.2   . .  n 


Für  diesen   Fall  ist  also  die  Daner  der  längsten 
Verbindung  zvi  n,  die  einzelne  Existenz  mit  einbe- 

ci«Q   —   t..  q  —  n-fi  _ 

mffen,  =  — i-^ ^ EN    — 

I   .    2      .   .      n 


n 


q.q  —    I    ..    q 


I  I  .  2    ..   n  f   I 

n  .  n  t   I         q  •  q  —   I    .  .   q 


E  N-f-I  -I- 


I  .  2    .  .   n  f  2 


EN-fll 


—  .  .  etc.,  und  die  Alleindauer  der  längsten  Verbin- 

dun^  zu  n  wn'd  =.  ■ — E  JSl     — 

^  I  .  2     .  .     n 


nfi  q.q  —  i..q  —  n 


EN+I  4- 
'  EN  +  II 

1.2  I.2..nf2 

.  .,  wo  in  beiden  Formeln  die  Reihe  so  lange  fort- 


I  I  .  2    .  .    n  f  I 

n  t   I  .  n  f  2       q.q  —   i    .  .  q  —  n 


geht,     bis    N  -J-  X    ■=.  Q    ist,    indem ,    da    nur    q 
Personen  smd,    dann    E  Q  -|-  I  zzz  0    wird. 

Wenn  N  =:  I  ist,  so  wird  also   unter  q    Per- 
sonen   von    gleichem  Alter  die   Dauer    des    längsten 
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Lebens  =r  q  E  I ^^ E  II   4- 

^  1.2  ' 


1.2.3 

1.2    .  .    q 


E  Q,  und  die  Alleindauer  des 


Einzelnen  \Tlrd  =r  q   EI  —  2  .  ^-^-^^ E  II     4- 

1.2 

-        'i-'^'  -  "i^^i Ein  _   ..  + 


I    . 


.äl^l-'  EQ=qEi-a:5Li  Eir+    1 

I  .  2    .  .    q  I  '  j 

q.q-..q-2     £  HI    -    .  .    +    q    E  Q.  ! 


I    .     2 


Anm.  Wenn  die  Alterserganznng  der    Personen    von  glci- 
cliem  Alü.r  "ZL  a  gesetzt  wird,    so  ist  nacli  der  Hypothese  des 

a  a 

glelchinäfsigea    A.bsLerbens     E  a    ,     E  u^ j 

2  3 

a 

E  «n    — .      Setzt  man     diese  Werthe    in    den  Ans- 

nfl 

tlruok  für  das  längste  Leben  des   Einzelnen,   so  hat  man  dafsel- 

q  q.q— I  g.g  _  i.q  _  .  — 

be   ( — -p   ■     —  •  .    -p 

1.2  1.2.5  1.2.3.4 

q.q—  I  ..  I  __  .  q  t  i.q 


I  .  2    .  .   q  t   I  1.2 

q  t    i.q.q  "^J^,   ,        qfi.q.q—   i.q—  2 


1.2.3  1.2.3.4 
q  t  I  •  q  •  •   I  « 

_    ,  ,    -L.    — ") .       Wenn     man 

l.2..qti  qti 
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ilas,     was    In    den     Klammern    steht,    mit  T    bezeichnet,  so  ist 

I    _    J_I_L    t    T    =     (  1    —    1  )1  ^  ^  Z=  o,  also  T  — 
I 

qtt 


—  1  ZZ  q.      Folgllcli     wird  hienach    das  längste  Lo- 


I 


ben  des  Einzelnen  ZZ  T ; =  , —    ß?   wie  oben  im 

4    t    I  4    t    I 


§.  236. 

Würde  nach   der  Datier  der  längsten    Verbin- 
dung   zu    zwey,    zu    drey  etc.    gefragt,   Avorin    bey 
einem  anfänglichen  Verein  unter  ABCD    die  Person 
A  vorkömmt,  so  glebt  es  in    dem  angeführten  Falle 
drey    Verbindungen    zu    2>    worin    A  enthalten  ist, 
nämlich  AB,     AC  und  AD,    und  drey    Verbindun- 
gen zu  3,  worin  A  vorkommt,  nämlich  ABC,  ABD 
ACD ;     dagegen    giebt    es    nur  Avieder  eine    einzige 
Verbindung     zu     4 ,    worin   also  A  nitr  einmal  ent- 
halten   ist.      Wenn   überhaupt    die  Anzahl    der  an- 
fänglich    zusammengehörigen     Personen,    A  mit  ein- 
gerechnet, =n  q  ist,  so  erhält  man  die  Anzahl   aller 
Verbindungen  zu  2>    worin  A  vorkömmt,  wenn  man 
jede  einzelne  der  q  —    I    Personen  mit    A    verbin- 
det, so  wie  die  Anzahl  aller   Verbindungen     zu    n, 
worin  A  vorkömmt,    wenn     man    jede     Verbindung 
nach  n  —   I   unter    den    übrigen    q  —    I   Personen 
mit  A  verbindet.     Nun  ist,  wenn  man  überhaupt  die 
Existenz  irgend  einer  Person    allein  unter  den  q — I 
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üiirigen  mit  E  I,  die  Coexisteiiz  von   zweyen  unter 

denselben  mit  E  II  etc.  und  die  Summe   wieder  mit 

S.E  1,    ^.E  II    etc.    bezeichnet,    das    längste    Leben 
des    Einzelnen     unter     den    q    —     I    Personen    m: 

.s.E  I  —  5.E  rr  4-  5.E  m   —  . .  +    E'Q^-^I. 

Bezeichnet  man  also  mit  E  a  .  I  die    Coexistenz    der 
Person  A  mit  irgend  einer  der  übrigen  q  —   I,   mit 

Ea.II  die  Coexistenz  von  A  mit  irgend  2  der  übri- 
gen  etc.,  und   die  Siimmen  gleichfalls  mit   ^.E  a  .  I, 


^.E  a  .  li    etc.,  so    ist    die  längste  Verbindung  nach 

zwey,    worin  A  vorkömmt,    =r  ^.Ea.I  —   ^.E  a.II 

4-  5.E'a.III  -[-  .  .    -f    E  a.Q  — I.' 

Ebenfalls  ist  die  Dauer    der    längsten    Verbin- 
dung nach  n  —   I   unter  den  q    —    I   übz^igen   Per- 


sonen =r  5.E  N  — .  I 5.EN  -X- 

I 

n — i.n      _— r —      " — i.n.nf  I 


^.EN+I—  — 5.ENtn   +   ..     . 

1.2  1.2.3  *  ' 

Fol'dich  wird  die  längste  Verbindung  nach   n,  wor- 


n  • —  I 


in  A  mit  enthalten,  =  5.Ea.(N— I) X 

I 


5.E  a.N  -\ 5.E  a  .  (N  4-  I)     — 

11  —   I  .  n  .  n  "f    1 


5.Ea.(N-}-II)  4-  .. 

1.2.3 

Es  sind  dies  dieselben  Ausdrücke,  die  schon  im 
§•  234  vorkommen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs, 
was  die  Coefficienten    betrifft,    die    Formel  für  die 
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längste  Verbindung  nach  «>  AToriu  A  unter  q  Per- 
sonen enthalten  ist  ,  hier  dieselben  Coefficienten  hat, 
welche  vorher  die  Formel  für  die  längste  Verbin- 
dung nach  n  —  I  unter  q  —    I    Personen    hatte. 

Auf  eben  die  W^eise  findet  man    auch,    da    die 
Alleindauer  der  Verbindung  nach  n  —   l  unter  den 

q  —  I  übrigen  Personen  =  5 .  E  N  —  I  — 
.IL   s.E  N  +  ^1J_L S.E  N  +  I 

1  1.3 

n  .  n  t   I  .  n  f   3 


5 .  E  N  -f  II  etc.,  die 

1.3.3 

Alleindauer  der  Verbindung  zu  u,  worin  A  enthal- 


n 


ten  ist,  =   5.Ea  (N  —   I) 5  .  E  a  .  N    + 

n  .  n  t  1              _,  — ^T  -,— ^           n.n  f  i.n  f  2 
. ' 5  .  E  a  (N  4-  I) ' L_      ^ 


5  .  E  a  (N  -f  II)  -f-  . . 

Anm.  Uebrigens  bezeichnet  hier  SJi.  r  (N  —  I)  dii.  Sum- 
me der  mittlem  Dauer  aller  Verbindungen  zu  n  unter  den 
q  —  1  Personen,  worin  A  enlhallen,  wie  auch  im  Texte  ange- 
geben Avorden,  folglich  Averden  hier  diejenigen  Verbindtingen 
2u  n  unter  den  q  —  i  Personen,  -worin  A  nicht  milcnthaltca 
ist,  nicht  mitgerechnet. 


II. 
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Sechstes     Kapitel. 

T'on 

VüvhindnngsTenten 
unter    mehreren    Personen. 


§.  237. 
Wenn  m    Personen    von    gleichem  Alter  a  ver- 
bunden sind  und  das  Absterben  der  Einzelnen  gleich- 
mäfsig  geschieht,    so  ist    der    gegenwärtige  Werth 
der  Verbindungsrente,  die  in  augenblicklichen  Ter- 

C«  —   x)n«    d  X 
mineu   bezahlt  werden  soll,  rrr:  f  ■ ♦ 

•^  cm  rx 

dx 

Das  Integral  /(«  —  x)m  . . ist  schon  oben  im  §.  44 


rx 


\\\x\  b  bestinmit;  wenn  man  also   den    dort    angege- 
benen Werth  mit  «m    dividirt,   so    erhält    man    den 


m;r= 


Werth  der  gesuchten  Verbindiingsrente  rz:  n 

m.m  —   i.tt'  m.m  —   i.m  —  2.71' 

-r    — 


«• 


m  .  m  —  I  . .    I  .  n'"  1 1  i 

ßi"  r« 

Der    angegebene    Werth    ist    auch    zrr: 

m  n               m  —  I  .  n~     ,       m  —  i.m  —  2.7r- 
[^  -  —— +  Ti 


li  ! « 

,      m  —  I  .  ni  —   2    .  .    I  .  TT"!  I 

..  -h    ,— (I~  — )    ]. 


Von  Rent.  etc.  auf  mehr.  Leben.  163 

erte  Ausdruck    iii 
(a  —  x)m--i     (1  X 


Nun    ist    aber    der  eingeklammerte  Ausdruck    nach 


dem    Vorhergehenden    nr     f 

^  «m — 1  rx 

rir  A  am— 1  nach  der  Hypothese.  Hieraus  erhält  man 
also  eine  allgemeine  Formel  für  die  Verbindungs- 
rente für  Personen  von  gleichem  Alter  nach  der 
Hypothese  und    in   Augenblicken    zahlbar,    nämlich 

A  am  =  TT A  am — 1 .     Danach    wird    folglich 

Ä  a*  =  TT  —  ■ Aa^,  ferner  Aa*  =r  n A  a, 

,    .    ,  TT  d  X 

migleichen  Aa  =  tt  —  - —  / (S.  $.  75  u.  152). 

«  rx 

.^    ,    .  ^  C«  —  X,'"  dx 

iSoch  ist  A  am  :zz:y  - 


/ 


«m  rx 

(a    —    x)     (a    —    x)m— 1   d  X 
«  «m— 1  x-L 


(a  —  x)m — 1  d  X  I  (■«  —  x)m— 1    x  d  X 

^         (fja. — X  rx  a  «m— 1  rx 

(a  —  x)m— 1  dx  (a — x)m— i  xdx 

Nun  ist  f  ■ zz  Aam— 1 ,  f . 

«m — 1  rx  -^      «m — 1      rx 

aber  z=.  L  am— i ,    d.    h.    eine  nach    Verhältnifs  der 

abgelaufenen    Zeit    steigende    Verbindungsrente    für 

m    —    I  Personen  vom  Alter  a.     Folglich   ist  A  an» 

I 

m  Aam — 1 L  am — i , 

a 

Anm.  Der  zuerst  angegebene  Ausclruclc,  wonach  jede  Iiö- 
liere  Verbintlimgsrente  aus  der  Verbirldungsrenle  des  nachsf- 
niedrigem  Grades  zu  herechnen  ist,    gilt   indefsen   nur  für  die 

L  2 
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Hypothese  ,  wenn  die  Personen  von  gleichem  Alter  nnil  die 
Renten  in  aiigenblicklicheu  Terminen  zahlbar  sind,  und  ist  da- 
her wenig  anznwenden.  Will  man  nach  dieser  Formel  rech- 
nen, und  besonders  die  gelundenen  niedern  Verhindungsrenten 
bey  Berechnnng  der  höhern  znm  Grunde  legen,  so  mufs  man 
die  Decimaltheile  von  ^^  und  defsen  Potenzen  mit  Genauigkeit 
bestimmen ;  sonst  wird  bey  den  wiederholten  Multiplicationen 
der  durch  Abziehun^  der  bejahten  und  verneinten  Theile  ent- 
stehenden Brüche  mit  jj  der  Fehler  lelclit  sehr    beträclitlich. 

Uebrigcns  ist   bey  gleichem  Absterben  die  mittlere  Vei'bin- 
dungsdauer    von     m  —  i  Personen     von    gleichem  Alter  a         ; 

« 

• ,     und    dies  Ist    die  Grk'nze  der  Verbiudungsrente,  d.  h,  es 

ni 

ast  in  jedem  Falle  l^m — i  <;  ,  folglich  auch  in  jedem  Falle 

ni 

' A  am — 1   <^    l)    und  es   bleibt   daher  auch 

VI 

n      (  I     —     ■   A  a™ — '  Jy   wie  es  seyn  mnfs,  immer  bejaht, 

§.  238. 

AVenn  wieder  bey   der  Voraufsetzung  des  gleich- 

mäfsigeu  Absterbens  und  bey  gleichem  Alter  a    der 

m  Personen  die  Reute  jedesmal  am  Ende  des  Jahrs 

an  diejenigen  Vereine,    welche  dann  noch   bestehen, 

bezahlt  werden  soll,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth 

''ß  —  n)ni 

derselben!!/* .        Der    Werth    von 

am  rn 

Ccc   —   n  !  lu 
J  — ist    schon    oben    §.  43    angegeben ; 

wenn  man  nun  den   dortl^^en  Ausdruck  mit  (^m  divi- 
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dirt,  so  hat  man  den  Werth  der  gesuchten  Verbin- 

I  (« — n)  ni— 1 

dungsrente    z=z    [p^m    —  p  v  (m  f 

o^m  rn 

.  m  .  m  —  I            Ca  —  n)m — 2 
4-      y-. 1 +     .    .     -f 

1.2  ru 

(«  _  n)^        ,          I 
m  /— ^ ^ -f-/ )]  =  p  - 

p  r  (a   —  n)m— 1  m  .  ni  —   i 

—  (m/    ; 1 —      X 


«in  ^  rii 


y  £ _|_  .  ,-j^  Y\^o  11  nut  1  anfangt  und 

bis  zu  «  fortgeht. 

Da  nun f— =     l  am  ,     also 

(et   —  n)in  ,  j. 

f zrr  f/m  ;ia>",  so  kann  man    die   an- 

■^  ru 

gegebene  Formel  auch  folgendermafsen   ausdrucken : 

pr  m  .  m  —  i 

^  «m    ^  '  I   .   a 

m  .  m  —  I  .  m  —  2  _  ,       ^ 

«m— 2     ;i  am— 2     4- • «™--'  ''•a'"-* 

1.2.5 

+    .  .    +    ni  ß  A  a*    4~    ^  ^^)  J     oder    A  am     zn 

X  am— 1  m  .  m    —    i  A  am— 2 

p  —  pr  (m f- 


a  1.2                      a' 

ni.m  —  i.m  —  2  A  am— 5 

^     _ . _^  .  .    _|- 

1.2.5  « 

mAa         ,         A  ao  i          . 

• h -),    wo    A  a°   =    r    ' ist. 

.        (cc  —   l)m  a    (a  —  i)»— i- 

Fernerxst = ■- 
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r 

u  (a  —  2)m— 1 


(« 

— 

2^ni 

9 

r* 

^ 

(« 

— 

2^m- 

-1 

Überhaupt 


r-  r~ 

(a  —  n)m  «    («  —  n)m— i 


rn 

n    (a    —  n;)ni— 1 
rn 


Fololich  wird 


(«  —  n)m      et  (a  —  i)m— i 

/ —  — "r 

-'  rr.  r 

«   («   —  2)m— 1  a    («    —   n)m-i 

-r  ••  + 


r=  '  '  rn 

l.(«  —   ijm— 1  2.(«   —  2)m— 1 


r  r= 

n.C«  —  n)m— 1                                («  —  n)m— 1 
=  «    / 


rn 

n  C«  —  n)m— 1  .        ,  ,  , 

f  — — ,    und    es    ist    daher    auch 

rn 

(a   —  n)         ____  ce               («  —  n)in--« 

•^        am           rn  a»»     ^  m 

n   (a   —   n)m— 1         i  («  —  nm— i 

•^            ßin                 rn  (/Hl — 1  ^"^                rn 

I  n  («  —  u)'"-i 

—     . f —  ]  .       iJa  nun 

«    ^  rn 

(a   —   n)ra— 1  ,  . 

r jjiQ  VerbinduuEsrente  für  ni — l 

n  (c.   —  njna — i 


Personen  vom  Alter  a,  und  f 

•'  t;m— 1  rn 

die  nach  der  Ordnung  der    natürlichen    Zahlen   zu- 
nehmende Verbindungsrente  für  .dieselben  Personen, 
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1 


so  ist  auch  hier  l  am    zi^  l  ■a^i\—i L  a"i- 


a 


wonach  man  also  die  Verbindungsrente  für  den 
Grad  m  aus  der  einfachen  und  der  nach  der  natür- 
lichen Ordnung  der  Zahlen  steigenden  Verbiudungs- 
rente  des  Grades  m  —   I    ßndet. 


^  239. 

Nach  $.  209  vorher  ist  die  Correction  für  die 
Verbindungsdauer,  auf  ganze  Jahre  berechnet,  nach 
jeder    Sterbensordnung    ohne    Unterschied    :rr 


3  AB  ..  K  '  3  AB  ..  K  '  4AB..K 
-^  die  Summe  der  Verbindungen  nach  m  —  1, 
~Q,  die  Summe  der  Verbindungen  nach  '-m  —  2> 
imgleichen  -9i  die  Summe  der  Verbindungen  nach 
m  —  3  unter  den  m  Personen  von  der  Altersergän- 
zung a  —  I,  jede  Summe  mit  den  izugehörigen  De- 
crementen  multiphcirt,  die  jedoch  hier  alle  rrr  I 
sind,  auch  /'^sp,  /'-^D.,  /'-3t  etc.  'die  Reihen  'dieser 
Summen  für  alle  Jahre  bezeichnen,  und  danach 
wäre  die  Correction  für  die    Verbindungsdauer    im 

gegenwartigen  ralle  m. •  • =— -\r 


m  .  m.  — 

I 

2  .  3 

m .  m  — 

-  I  . 

f  {a    —    n  )m— 2 


u^. 


+ 


3.5.4  a"i 

Sollte  also  die  Verbiudungsrente  für  jeden  Zcittheil, 
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■\Tahrend  defsen  die  im  Laufe  jedes  Jahrs  aufgelöse- 
teii  Vei'eine  noch  bestehen ,  jedoch  am  Ende  des 
Jahrs,  bezahlt  werden,  so  wäre  die  Correction  für 
den   im  vorhergehenden  §,  angegebenen  Werth   der 

I         m  (((  —  n)i"— 1 

Rente  =  [ / 4- 

«111        2  rn  ' 

m  .  m  —   I  (  «   —    n  )m— a 

/ —- -r 


2.3'  rn 

m  .  m  —   I  .  m  —  2  («  —  n)ni— -3 

—  / ■     +••  + 


>.;(.        3.3.4 

r       ^"  ~   "^'        J L_  r    '    1  -  J 

/   •+•  ; —  / ,  wo  Wieder  n  von 

"^  rn  m  J   I       rn 

I  bis  zu  a  fortgeht,   oder  es  ist  die  gesuchte  Correc- 

'^f  m  A  am— i  m.m — i        i.  am— 2 

tlon  avich  rz: • -j-     •  — — — 

2  «  3.3  «- 

m.ni  —  1  .  m  —  3  X  am—o 

<zm— 1      ^^  (mtl)«m  ' 

Ii^jc,j4,  Fjir  ni  ==  2  erhielte    man     also    hienach 

die    Correction    =:=    [  / + 

«2       ■  ru  ' 

\  f  ]  = -j J  • j  [welches  man, 

rn  u  3  «^  1« 

A  a  p  r  I 

da  Aa=  ==  p    —    2p  r  • — 7-  /— = ' 

«  «*  r« 


A  a  I  A  a=  I  I 


Co.  ^38)»  also  ^- = —  —J- 

.ri^£?J:.i.  :*aß^i  ♦«  ^r  3pr  . ,- ^    -^ 
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—  -—"f (§•  151)  aus- 

drvickeii  kann].  Setzte  man  «  =:  I,  ci.-h.  suchte 
man  den  Werth  der  Correction  für  das  letzte  Jahr 
der  Altersergänzung,  so  erhielte  man    denselben    = 

,  welches  für  diesen  Fall  der  vollständige  Werth 

jr  ^ 

der  Verbindungsrente    wäre. 


^.  240. 

Wenn  ferner  nach  der  Hypothese  der  gegen- 
wärtige Werth  der  in  augenblicklichen  Terminen 
zahlbaren  Verbindungsrente  für  m  Personen  von 
verschiedenem  Alter,  eine  vom  Alter  a,  eine  zweite 
vom  Alter  b,  die  dritte  vom  Alter  c  etc.  bis  k,  wo- 
zu die  Altersergänzungen  a,  /^,  y  bis  y.  gehören  mö- 
gen ,   gesucht    wird ,    so    ist    der   Werth    ==r 

• — ^ /(«  —  X)  (/?  —  X)  ..  (k— x)--^. 

a  p  y   ,  .   ■/.  rx 

Das  Product  der  m  zweitheiligen    Factoren    ist    zrr 

«/?y  ..  X  —  Px-|-Qx2—  Rx'-f..  4^xm, 
wo  P  wieder  die  Summe  aller  Verbin dviniien  nach 
m  —  I  unter  den  m  Zahlen  «,/?..  z,  Q  die  Sum- 
me aller  Verbindungen  nach  m  —  2>  R  die  Sum- 
me der  Verbindungen  nach  m  —  3  elc,  unter  den 
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nämliclien    Zahlen    ist.       Hiernach    erhält  mau    den 
Werth    der    Verhindungsrente    = 

I  d  X  d  X 


rx  "  rx 

dx 


rx 


+    •    .     + 


xm   d  X  .  . 

J     — —  ],  WO  man  das    Integral    jedes    Theds 

nach  §.  42  finden  kann  und  nach  der  Integration 
X  der  kleinsten  Altersergänznng  gleich  setzen  mufs. 
AVenn  man  den  zuletzt  angeführten  Ausdruck 
durch  ufiy  . .  x  dividirt,  so  kann  man  die  Verbia- 
dungsrente    auch    ausdrucken    durch 

dx  xdx  x=dx 

/  • P/ +q/ -, — 

"'        rx  rx  rx 

X '  d  X                 —                xm  d  X 
^  -^  ■ 7r~~    +  ••  +  ^/ 17 '  ^"^  ^  S'^''^^' 

der  Summe  von  Brüchen,  derer  jeder  I  zum  Zäh- 
ler und  je  eine  der  Zahlen  u,  ß,  f,  . .  •/.  zum  Nen- 
ner, <j  die  Summe  von  Brüchen,  deren  jeder  I  zum 
Zähler  und  ein  Product  von  je  zwey  der  genann- 
ten Zahlen  zum  Nenner  hat,  v  die  Summe  von 
Brüchen,  deren  jeder  I  zum  Zälder  und  ein  Pro- 
duct von  je  drey  der  angegebenen  Zahlen  zum 
Nenner  hat  etc.,  im  letzten  Gliede  ist  j  =: 
I 

(«~-x)  (/?  — x)  ..  (x  — x)  dx 


Noch  hat  man  / 


a  ß  . .  A  rx 


/ 
/ 
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<x    (ß   —    x)    .  .    (k    —    x)    d  X 


(/?    -     X)    .  .    Cx    —    X)     d  X  


a 

/? 

. 

K 

rx 

(ß    - 

-  y-)  . 

'   {y 

— 

y) 

d 

X 

ß 

< 

rx 

I 

-/- 

(ß 

-  X) 

,  , 

(■'C 

X) 

X   d 

X 

« 

^ 

.    . 

a 

TK 

■■  ♦ 

1 

ict 

aT-«pr   r  — 

(ß  - 

X) 

('/ 

— 

X) 

d 

X 

ß  .      .  X  rx 

die    Verbindungsrente    für    die    m    —    l    Personen 

B  C  ..  K,  /        ^^-"^    "   ^^-  "^   "^^^ 
■^  /5  .     .  X  rx 

aber  ist  eine  nach  Verhältnifs  der  abgelaufenen  Zeit 

steigende  Verbindungsrente  für  dieselben    Personen, 


Folglich  wird  auch    ^abc..k    =    Abc..k    — 


I 


-    L  b  c  , ,  k. 
u 

Anm,  Man  mufs  aber  auch  hier  nicht  übersehen,  dafs  die 
hier  angegebene  Verbindungsrente  1,  b  c  .  .  k  im  ersten  Jahre 
mit  o  anfängt  und  continuirlich  bis  zu  i  steigt,  im  zweiten 
Jahre  continuirlich  bis  'zu  2  wächst  etc.,  dafs  sie  also  nicht 
einer  jährlich  nach  der  Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  stei- 
genden Rente  gleich  zu  setzen  ist. 


§'  241. 

Wenn  noch  nach  derselben  Hypothese  gerech- 
net wird,  und  wieder  m  Personen  von  verschiede- 
nem Alter,  nämlich  a,  b,  c  bis  k,    verbunden   sind. 
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die  Renten  aber  am  Ende  des  Jahrs  an  diejenigen 
Vereine,  welche  dann  noch  bestehen,  bezahlt  wer- 
den sollen,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  Ver- 


bindungsrente   oder    l    a  b  c    .  .    k    =rz 

I  («  — n)  (/?  — n)   (7  — n)   ..   Cx  —  n) 


u.  3  y  „   V,  rn 

Nun  ist  (ß  —  n)  (/?  —  n)   C/  —  n)  .  •  (^  —  n)  = 

K  ß  y  . .  —  Pn  -|-  Q  n*  —  R  n'  -f-  .  .  -|~  ""^?  '^'^'^ 
wieder  P  die  Summe  aller  Verbindungen  nach 
m  —  I  imter  den  m  Zahlen  «,  ß,  y  . .  -/.,  Q  die 
Summe  der  Verbindungen  nach  m  —  2  vmter  den 
nämlichen     Zahlen     etc .        Folglich     erhält     mau 

.0 


IV 


Ä    a  b  c    . .  k     =    (aßy  . .  x  f 

u  ß  y    .  .    'A     ^     ^  -^    ru 

—     P  / +    Q/ —    R  /■  4- 

-^      rn        '      ^  •^     rn  .  '        ru  ^ 

.  .     "TV   ■ })    WO  man  n  der  klemsten  Alterser- 

rn 

gänzung  gleich  setzen  mufs    und    den    Werth   jedes 

Gliedes  nach  §.  39  findet. 

Für  drey  Personen    vom  Alter  a,  b,  c,    wovon 
c  das  ältste  seyn  mag,  wäre  also  hienach   A  a  b  c    == 

-^    i^ßY  /-4-  -  C«/?  +  ^Y  +  ßY)f~- 
€t  p  y  xy  xy 

xy  xy  xy 
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Für  vier  Personen  vom  Alter  a,  b,    c,    d,    wo- 

d« 

vo  n   d  das  ältste,  hat  man  A  a  b  c  d  =  /  — r~       — ' 

II  I  I  ^   \    f  ^~ 

( 4-  • •  A )   f ■  + 

ußy       '        uiiö    ~     ly-yd      ^     ß7^  i()~ 

I  Ö* 

ußyd-^     xS    ' 

Auch    hier  erhält  man    übrigens    auf   die  näm- 
liche   AVeise ,     wie    im     §.    238     g^^eigt     worden, 


X  a  b  c  .  .  k  =:   A  b  c   . .  k L  b  c  .  .  k. 


« 


Aufserdem  hat  man  noch,  wenn    man    «  —  I 
mit  «',  /?  —    I  mit  /?',  «  —  2  mit    «",   (3  —  2    mit 

ß"    etc.    bezeiehnet,    (r    —    l)    a  ß  y  x.l  a  b  c  k    = 

a    ß    y    K                u     ß'    y"    K  cc      ß      y      y. 
4 ' [- 


r  '  r* 

u    ß'    y    K  a"   ß"    y"   x" 
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ß*'     f'     y''     y/- 


-}-..+ 


^K-l  ^y.-i   ^z-i    ^^-i 


«**   ,/?''*   y^'   X** 


ci  ß  y  it      —      ^  (a  ß  y  y.) 


A  («'  |ö'  /  x')  A  («"  /?"  /'  ;(") 


^    («2    /?S    y^    x^) 


«^/X    —  / 


t              u  ft  y  % 
( ^-^^ —  f 

r  —  i^     aß  y  K  ^ 


,  folglich  A(abck)  = 

A     0.g  ß-   7-  ^") 
r°  a  ß  y  X  ^ 


^          A    Ca^    ß^  y^  yß:, 
rzTüfi — / — j.     Da   nun 

ferner  ^  («»  ^^  ^^  ;c°)  =  («'  -f-  l)  (/5'  +  l)  (/'+  I) 
Qx    4"   I)  —  «'  /?  /   ;i'  := 


I     «'  /?'  x'    'i       I     «'  /'     I  I      /?'      f 

«    y    ^       !     '     .       ß    }t  J'  1 

[     /?'   /    ^'      J  ^'   /  [        z         j 


+  ^, 


/ 
y     % 

imgleichen    A  («'  ß'  y    y.")  =  («"    -f-  I)    (/?"  +   I) 
C/'  +   n  Ch"    +   I)  -  «"  /5"  /'   x"  zz 
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f    «"/?"/'    1        f  «"  ß"    1  f     «"      1 

ß"  ß"  a"      I  l  ß"  y"       I  I        /?'■        ' 

I      cc    y    V.         {     '  ß  X  '       ' 

1^7^        I         \  ß  7 

I  "„  ".,     I 

[  Y  ^        ] 

a    ß  y  a      ß      y 


7 
I 

l    " 


I 
J 


etc. ,    auch 


aßyx  r^ 


+ 


„  r=  — ^     A  a  b  c — ,    so    wie 


«       ß       7. 


cc  ß  y  y.      Y^ 


+  .   . 


u  ß  y  X     r 
«'      /?'     K 
aßya    r°~ 
r 


+ 
+ 


X  abk  etc. 


etc.,  ferner 
r 


ß    ^ 


+ 


+ 


a  ß  y  z     r°  *      cc  ß  y  K  r^ 

rzz ?>  ab  —  ,  miffleichcn  — — +  • 

yx  ^  ccßyx  Y°     ^     aßy-A  r' 

r  V.  


ßz 


P  [I  -  r  ( 


l  ac — ,    etc.,    so   wird    A  abck  =r 


^  a  b  c 


y.y 


+ 


A.  a  b  k 


A  a  c  k 

~~~ß 
A  a  c — 

ß-A 

l  bk 


+ 
+ 


l  bck 


Aak 


+ 


^Ib^ 


8y 


+ 


y    X 
k  b  c — 


4- 


ß  / 


+ 


+ 


?.  c 

a  y  n 


;.  ck 


4- 


+ 


aßy 


/,  a  — 


4- 


u  ß  y  K 


ß  7  Jt 

0  ]• 
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Vermittelst  dieser  Formel  küunte  mau  jede  Ver- 
biudungsrente  miter  m  Personen  durch  alle  mit 
dem  Jalire  y.  aufhörende  Renten  für  die  Ver- 
bindungen zu  m  —  I,  m  —  2  etc.,  die  Verbin- 
dungen zvi  o ,  d.  i.  die  Zeitrenten  ,  mitgerech- 
net, zusammensetzen.  Indefsen  ist  diese  Formel  imr 
auf  die  Sterbensordnung,  deren  Decremente  alle 
gleich  sind,  anwendbar. 

§.  242. 

Sollten  bey  der  hypothetischen  Sterbenstord- 
nung  die  Renten  auch  für  die  im  Laufe  jedes  Jahrs 
aufgelöseten  Vereine ,  jedoch  nach  Verhältnils  der 
Zeit,  die  sie  noch  bestanden  haben,  und  am  Ende 
des  Jahrs  bezahlt  werden,  so  hat  man  aus  §.  209 
die    Correction    für    die    Verbindungsdauer    r=: 

2  AB  ..  K      ~r"     3  AB  ..  K      +    4    AB  ..  K 

4"  . .  Da  nun  -^  =  der  Summe  der  Verbindun- 
gen nach  m  —  I  unter  den  Zahlen  A-B-..  K-, 
~Q_  zz=.  der  Summe  der  Verbindungen  nach  m  —  2 
unter  denselben  Factoren  etc.,  jede  mit  den  zugehö- 
rigen Decremeuteu  multiplicirt,  nach  der  Hypothe- 
se aber  alle  Decremente  =:  I  sind,  so  ist  hier  -^ 
gleich   der  Summe  der  Verbindungen  nach  m    —  I 


unter    den    Factoren    u    —    T?    ß   —   l,  y  —   I? 


K  —  I  etc.,  -^  gleich  der  Summe  der  Verbindun- 
gen nach  m  ■ —  2  unter  denselben  Factoren,  etc. 
sowie  -5.5))  =  gleich  der  Sujiime    der  Verbindungen 
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nach  m  —  I   unter    den  Factoren  a  —  2?  /^ 


y  —  2j  •  •  «  —  2j  -Ö  gleich  der  Summe  der  Ver- 
bindungen nach  m  —  2  unter  diesen  Factoren  etc» 
Druckt  man    diese    Summen    bis    zum  nten   Gliede 

n  n 

durch/      ^,  J     £i    etc.    aus,    so  erhält    man  die 


Correction  für  die  Verbindungsreute  A  a  b  c  . .  k  = 
n  n 


ußy,.ii  rn  I       5  .7  j^j^ 

n 

ä  / Hr  ••  -r   : —  f )}    vvo   n    von    I 

^         rn          ^  '     m  t  I      rn  ^' 

an   bis  zur  kleinsten    Altersergänzung   fortgeht. 

Für  111=2  wird  also  hienach  die  Correction±= 

I        /i  (.oc  —  n)  ,  (/?  —  n)  , 

f  /  —   ).      Für    m  =  3    wäre    die  Correction  = 
rn  ' 

'       (1/     C.  -  n)  (,  -  .0       ^ 


«/?/  rn 

s   /■  C«  —  n)  (/  —  n)      ,      X    r    C/^  —  iQ   C/  —  ^^) 

Anm.  Es  lÄfst  sich  jedoch  diese  Cpi'rectlon  durch  dio 
unten  anzugebende  allgemeine  Formel  fiU'  jede  Sterbensorduung 
berjuemer   ausdrucken, 

IL  M 
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.§•  243 

Wenn  femer    wieder    anfänglich   m  Personen,  ' 

eine  vom  Alter  a,  eine  vom  Alter    b    etc.  bis  zum  i 

Alter  k,  welches  das  höchste  seyn  mag,    verbunden  i 

sind,  und  A,  B  bis   K  die  dazu  gehörigen  Anfangs-  i 

zahlen  der  Lebenden  bezeichnen,  so  ist    nach  jeder 

Sterbens  Ordnung    olvie     Unterschied    die    am    Ende  ^ 

des  Jahrs,  und  zwar  an  die  dann  noch  bestehenden 

vollzähligen    Vereine ,     zahlbare    Verbindungsrente  i 

I  A5  Bi  Ci  . .  K^     I 

oder   ^abc..k=^^^-^( , 

A^  Bi  C^  . .  K^  A— B~C— .  .K— ^       ! 

r*  '  '  rx  i 

■I 

wo  X  die  Altersergänzung  für  k  ist.  1 


Nun  ist  zuerst  (r  —  I)  ABC  ».  K  .  ^  abc  ..  k  = 
A^  B^  . .  K^  A^  B^  . .  K?         AiB*-  ..  K^] 


A^Bi  ..  Ki         A=Bi  ..  K^ 


r'  r«         J 


XX  X 

A-B—  . .  K— 


XX- 1 


X 1         X 1  X 1  XX  X 

A B ..K A~B— ..K— 

4- 


rx-i  rx 

AB  ..  K  A    (AB    .  .    K) 


A  (Ai  B*  . .  Ki)  A    (A^B?  .  .    Ki) 
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A  (A— B—  ..  K-) 


rx 


-,  welches  letzte  Glied 


£=    0   ist»       Folglich    hat    man    X   a  b  c  «  .    k    =: 
i  A  B  . .  K  A   (A  B  . .  K) 


r  —  1  "     AB  ..  K  AB  ..  K 

A  (A*  B^  . .  KS)  A  (A^  B?  . .  K^) 


AB  ..  K  r*  AB  ..  K  r3 

••^  -  P  f^  -^ äbT.kVo ^' 

Danach  ist  also  A  a=p  (I  —  /-,    ^  }?  A  ab  =: 

^     A  (A^  B^)  ^  .      — ^— 

^  ^^  "^  -^ AB  r° ^'  60  wie  X  a  b  c  = 

A  CA-  B-  C-) 
P  [I  ~  / ÄB"c~ro~ ^  ^*^*  CVergleicho  §. 

64   und    143). 

§'  244« 


Es    ist  Jiirner    \  a  b  c  . .  k ,    oder 

I  A^BiCs  ..  Ki         A^^B^C^  ..  K^ 

ABC  . .  K    ^  T^  ^  r* 

AI  B-?  Ci  . .  Kl 

+     ^i +-)  == 

I  (A  —  aA)   B^  C£    . .    K^ 

ABC  .  .  K  ^  i^  + 


( A   —   A  A   —   A  Ai )   B^  Ci    . .    K^ 
rä 

M  ä 


+ 
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(A  _  ^  A  —  A  A»  --  A  A^)  B»  C^  .  ♦  K^ 


-f  .  .].      Also  Ist  ^  a  b  c  ,  .  k  =  f—^ — 7^^ 
AA         B'iCi..  K'^        AA^     B'=C'^..K'^ 


A       ^  BC  . .  K  r«  A     -"  BC  . .  K  r= 

A  Aa  B'^  C'i  . .  K'I 

/" —    .    •    »      wo 

A      -^         B  C  .  .  K  r^  ' 

^    ■  B'i  . .  K'i  E'-   .  .  KV=  ,,    ,  .    , 

/  "E  ..   K  r-  ^^     B  ..   K  r^     '^*'^-    Verbmclui.gs- 

reuten  vom  Grade  m   —  I  für  die    Personen  BC..K 

B^i  .  .  K'i     . 

sind  ,    und    zwar    f  :^ r^ — r   die  gleich   laufende, 

B   . .  ri  r^  " 

B'^  .  .  K^5       ^.  ,  ,  B'i  ..  K'l 

/  — -i — —■   die  um    I    Jahr,    /  — p 77 — 7" 

"^        B..Kr=  B..rir' 

die     um    2    Jahr     aufgeschobene   Verbindungsrente. 


IVIan    hat  also  hienach  A  abc   .  .   k  rrr  A,  b  c  .  .  k 

A  A A  A^  , .'2 

A  bc  ..  k 7 l  b  c  .  .    k~ —  — 


A  A 

A     A.5.  .'5 

■ Abc,,    k- —   —  .  »  CVergl.  §.   66  Anm. 

2   und  §.    144). 

^'"'^'  "'  ÄBCTTk  V  +  —ABG..  KT" 

+  "ab~g    .  .  "kT^  4-  •  •  — 

[AB   —  A  CA  B  )  ]    G^   . .    K^ 

~A  BG     .  ,     h  r^  "f" 
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[A  B  >-  A  (A  B)  —  A  (Ax  B^)  ]  Cs  . .  Ki 
"  "ab  C     .  .     Kr»  + 

[AB  —  A  fAB)  —  A  (Ai  B^)  —  A  (AaB-Q]  C^  ..  Ki 
ABC.  ."iTr' 

+  /  ~C,  .  .  K  r'  ~AB~-^"C  . .  K  x^ 

A  (AJ^Bi)  C'2     .  .     K'- 


AB  ^        C     .  .     K    r2 

A  (A^  Bi)  C'l  . .  K'i  _ 

-  /"  — ..  Da  nun  hier  wie- 


AB  ^      C  ..  K  r 

der  f  — 7;^ — —  die  sofortlaufende  Verbmdunes- 

•^        L  . .  K  r*  ^ 

rente  für  die  m  —  2  Personen  C  .  .   K,  / 


C  ..  K  r2 

nie  um  I  Jahr  so  wie  f  — >^ — ■     die    um    2 

•^       C  . .   ü  r' 

Jahr  aufgeschobene   Verbindungsrente  für  die    näm- 
lichen   Personen    ist,    so  hat    man  auch  A  a  b  c  . .  k 
,— T  A  (A  B)        ,  r        ACAißi) 

A  c  . .  k^ —  —   r— :5 A  c  . .  k^       —  . .,  wo 

also  die  Verbindungsrente  für  m  Personen  aus  den 
Verbindungsrenten  für  m  —  2  Personen  geiundeu 
wird.     (Vergl,  208). 

Auf  die  nämliche  "Weise  kann  man  die  Ver- 
bindungsrente für  m  Personen  durch  die  Ver- 
bindungsrenten für  m  —  li  Personen  ausdrucken; 
man  mufs  aber  dann  die  Decremente  der  bestehen- 
den   Verbindungen  unter    den    übrigen    u    Personen 
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berechnen.     Wenn  übrigens   x  die   Altersergänzung 
der  ältsten  Person    ist,    so    ist  in  allen   diesen  Fällen 

XXX  X  K— I  X^rr-l 

A— B-C—  ..  K—        ^  A  (A B ) 

oder  auch 


ABC..Krx  "  AB 

X  X 

C—  ..  K— 

•y  f — -^ — das  letzte   Glied, 


Anm,     Wenn  man    auf    diesem  Wege  immer  weiter  fort- 
ginge ,      so     wäre     der     letzte    Ausdruck,     den     man    fände. 


I  A  (A  B  , .  K)  ^      I 


A   a  b  c  .  .  k    =rr    /    — ~ —  f 

•^     rx  A  B  . ,  K      -^       rx 

A  (Ai  B^  ,  .  Ki)  i'i 

^     ■  AB  ..  K  /~^  -^ 

— .—,, —  -77 /  - — etc.,  wo  namlich 

A  B  . .  K  ''       rs 

I  I  I  I  i'^  I 

^    rx     —     r       '     r^      '  •      rx    -^    r^  r^ 

J-      ■ -4-  «  .  +  etc.     Diese  Formel  ist  in  Ansehung 

•        rJ      •  '     rx 

I 

der  Summen  von  • bequem  genug  ;  sie  erfordert  aber  zugleich 

fx 

die  Decremente   der  bestehenden  Verbindungen  nach  m,  welclie 
mühsam  zu  berechnen  sind.     Sonst  könnte  man  die^e  Fonnel 


jioch    ausdrucken    durch  ^    abc     .  ,    k     HZ 

AB  ..  K  -^    r«    "^  ■    AB  ,.  K     ^  r- 
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X — I         X — 1  X — I 

A  (A B . .  K )  I 

„ f ,  •woiilleSum- 

A  B  .  .  K  -^    rx-i 

I 

men    mit    anfangen  und  mit  der  bczeicJinetcn  Gränze  auf- 

r 


I  AB  ..  K     „      1 


hören.     Es  ist  nämlich  / ~— ■  — — -=; rr-  f  — 

rx  A  B  . .  K        rx 

^  A  (AB  ..  K)  i_        A  (A^B^  ..  KQ       i 

A  B  ..  K         -^  rx    +        AB  ..  K       ^    r* 
(AA'-Bi..Ki)     i'a         A  (A^  BS  . .  KQ    _J__ 
"^         AB  .".~K"~-^"7^  +         AB  .  .  K~       -^  r* 
.  A  (AI  Ba  .  .  KO  i'^       ,  .  ,  ,.  I 

+  — — V-^^^ —  r 4- .  •>  lokiich 

^    rx    ""  A  B  . .  K  -^  rx 

A  (A^E^  ..  Ki)        i'i  A  (A^Bg..  K-)       i^^ 

AB  .  .  K       ^~^  ~        AB",.  K       '    r* 
A     (A^B*     .  .     KO      ^_JL_      , 


A  B    .  .     K 
A  (A^Bi  ..  K3)  I 

äbTTk         ^7~  "^  •• 


Auf  ähnliche  Art  könnte  man  die  in  diesem  §.  angeführ- 
ten Formeln  durch  die  aufhörenden,  anstatt  der  aufgcschohe- 
iien,  niedern  Verbindungsrenlen  ausdrucken;  man  "wurde  aber 
dadurch  in  der  Berechnung  keine  Erleichterung    erhalten, 

Anm,  3,  Bey  der  Anwendung  kömmt  es  darauf  an,  wel- 
che von  den  hier  in  den  §,  §.  343  und  2^4  angegebenen 
Formeln  die  bequemste  sey.  Die  Ausdrück«  im  §,  244  haben 
S)0  viel  Glieder  als  die  kleinste  Altersergänzung  Einheiten  hat, 
und  jedes  Glied  ist  ein  Product  aus  den  Decrementen  doi' 
Lebenden   oder  der  Verbindungen  in   eine  aufgeschobene    Ver- 
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hiiuliings-,  Leib-  oder  Zeitrente»  Jedes  Glied  erfordert  also, 
iji  so  weit  man  nicht  die  Decremente  der  Lebenden  unmittel- 
bar aus  der  Mortalitäistafel  nehmen  kann,  die  Berechnung  der 
Decremente  und  die  Multiplication  in  die  aufgeschobenen  Ver- 
Lindungs-,  Leib-  oder  Zeitrenten,  die  man  vermuthlich  auch 
erst  vorher    berechnen    mufs. 


Bey  der  im  $ .  243   angegebenen  Formel    ^  abc  . .  k  ~~' 

A  (A^B^   .,    K^) 

p  (i    —   /  ■ -— — — — •)    kann    man  den  letzte- 

A  B  .  .  K  r° 

ren  Theil  nicht  anders  finden,  als  dadurch,  dafs  man  entweder 
jedes  Decrement  aus  den  niedern  Verbindungen  und  Decre- 
menten  zusammensetzt,  oder  dafs  man  die  Zalilen  der  Verbin- 
dungen zu  m  für  alle  auf  einanderfolgende  Jahre  berechnet  und 
jede  von  der  vorhergehenden  abzieht,  wodurch  die  Berechnung 
vermittelst  der  Logarithmen,  wenn  man  diese  gebrauchen  will, 
vervielfältigt  wird. 

Zwar  könnte  man  bey  allen  diesen  Formeln  anstatt  der 
Decremente  die  Differenzen  derselben  gebrauchen;  dann  hätte 
man  aber  überall  noch  mehr  Theüe,  eine  Summirung  der  Ver- 
bindungs-,  Leib-  oder  Zeitrenten  melir,  und  noch  gröfsere 
Weitläufigkeiten  bey  dem  Gebrauche  der  Logarithmen,  Dazu 
kömmt,  dafs,  je  mehr  einzelne  Theile  zu  berechnen,  und  je 
mannichfacher  die  Operationen  sind,  desto  leichter  .Rechnungs- 
fchler    vorfallen. 

Ich  halte  es  daher  für  das  bequemste  und  sicherste,  wenn 
man  die  hohem  Verbindungsrenten,  zumal  ein  System  derselben, 


berechnen  will,   dazu  die  einfachste  Formel,  nämlich  ^>  abc  . .  k 

___  I  AS  BS  . ,  Ki  A=-  B=  . .  K^ 

—    ABC  ..  K  ^  7'  "^         AB  ,  .  K  r=~~ 

f  .  ,")  zu  gebrauchen.  Freilich  werden  die  Producte,  wie 
A-  Bi  .  .  K~  etc.,  besonders  bey  Wargentin.'j  und  Depanieux 
Sterbeiisordnung,    sehr     grofse     Zahlen;     da  jedoch  die  Zahlen 
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der  Lebenden  überall  nur  approximative  Gröfsen  sind,  so  kann 
man  sich  füglicli  mit  den  ersten  seclis  oder  sieben  Decinial- 
stellen  der  Producte  begnügen  und  also  die  gewöhnlichen  Lo- 
garithmen dabey  anwenden,  Dabey  ist  es  am  bequemsten,  ein  für 
allemal   die  Logarithmen  sowohl  für  die   Zahlen    der  Slerbens- 

I 

Ordnung  als    für    die    Potenzen  von  auszuschreiben.  Wenn 

r 

n        n  n 

man  dann  die  Logarithmen  für  A     ,  B       etc.   his  K     ,    imglei- 

I 

chen      für      zusammennimmt,  und  die  zu  der   Summe   ge- 
rn 

hörige  Zahl  sucht,   so  erhält   man  auf  einmal    durch   eine    nicht 

n        n  n 

A— B-  ..  K- 

sehr  weitläufige  Operation  den    Theil 

rn 

etc.  Dafs  es  am  bequemsten  sey,  erst  nach  gescheliener  Sum- 
mirung  aller  Theile  die  Summe  durcli  AB  ,.  K  zu  (]i\idiren, 
ergiebt  sicli  von  selbst»  Noch  kann  man  die  Arl)eit  etwas  meiir 
abkürzen,  wenn  man  ein  für  allemal  die  Logaritlinien  für  die 
discontirtcn    Zahlen  der  Lebenden  sucht  und  in    eine    Tabelle 

u 

A— 

bringt.      Man  addirt  alsdann  die  Logarithmen  für 


ra  -f  n 

n     n  n 

^         n  n  A— B—    .  .    K— 

für  B     ,   C       etc.   bis  K     ,    wodurch    man  — -^— ^— - 

ra  t  u 

ei'hält.      Wenn  demnächst  alle  diese  Theile  berechnet  und  ad- 

AB    .  .    K 


dirt  sind,    so  mufs    die  Summe  mit 


dividirt    werden  ,    wo    man    wieder    ■     aus  der    ver- 

ra 

fertigten  Tabelle  nimmt.      Hat    man  dann    einmal   die   Pruducto 

Ai  Bi  .  .  K3- 

—     etc,     so   kann    num     davon     wieder   Ge- 


ra t  1 
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Iiraucli   machen,     um  die  Verblndungsrcnte    A  (a-ii)(b-ii) ..  (k-nj' 
zu   finden. 

Will  man  für  eine  gegebene  Altersverbindnng  die  Werllie 
der  Vcrbindung.srenten  etwa  von  5  zu  5  Jahren  Jiaben,  so 
fängt  man  am  bequemsten  mit  dem  höhern  Alter  an  luid  be- 
rechnet die  Werthe  für  die  j ungern  Jahre  nach    der  Regel  des 

§.  347. 


§.  245. 

Wenn  die  Rente  auch  für  diejenigen  Vereine, 
"welche  in  jedem  Jahre  aufgelöset  werden,  nach 
Verhältnifs  des  Zeittheils,  während  defsen  sie  noch 
bestanden  haben,  jedoch  am  Ende  des  Jahrs,  bezahlt 
werden  soll,  so  ist,  in  Uebereinstimmnng  mit  dem, 
was  schon  oben  ^.  241  angeführt  worden,  zu  dem 
in  den  vorhergehenden   §.  §.  243   und  244  angege- 

benen  Werthe  hinzuzulegen  (|  J ■      -|- 

f  /  -77^  +    i  /  -77-   +  .  0  :  AB    .  .  K,  wo 

25^  die  Summe  der  Verbindungen  nach  m  —  I, 
die  aus  den  m  Zahlen  A-,  B-  . .  K*-  genommen 
werden  können,  jede  Verbindung  multiplicirt  in 
dasjenige  Decrement  des  ersten  Jahrs,  defsen  Haupt- 
zahl in  der  Verbindung  nicht  enthalten  ist,  ^^  die 
nämliche  Summe  der  Verbindungen  defselben  Gra- 
des aus  den  m  Zahlen  A^,  B-^  , .  K^,  jede  Ver- 
bindung multiplicirt  in  dasjenige  Decrement  des 
2ten    Jahrs,    defsen    Hauptzahl    in    der  Verbindung 
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nicht  vorkömmt,  etc.  -Q,  die  Summe  aller  Verbin- 
dungen nach  m  —  2  unter  den  m  Zahlen  A-B-  ..  K-, 
jede  Verbindung  multiplicirt  in  das  Product  derer 
beiden  Decremente  des  ersten  Jahrs,  deren  Haupt- 
zahlen in  der  Verbindung  nicht  enthalten  sind  etc. 

Diese  Correction  kann  indefsen  noch  auf  eine 
andre  Art  ausgedruckt  werden.  Es  ist  nändich  nach 
$.  209  A  (A  B  . .  K)  —  :L5p  -}„  >r>.  +  -iSi  "f-  .  ., 
A  (A-L  B:i  . .  K-L)  =  ^5p  -|-  ^ö  _|-  13^  4-  . .  etc., 

,       .  I  A  (A^  BS  . .  K^) 

und  folelich  — =: —-  f = 

^         AB  ..  Kr^  ro 

AB..K^^      r»      +  /   r»      + /r»       'T'"J' 
Also    ist    die    angegebene    Correction ,    oder 

(l  f ^    4-    JL    f. — U 

AB  ..  K    "^^-^      r»       T    3    7      ^,      T 

3.4        r^  2.5  ^     r*  ""^ 


I     .A  (A^B^  ..  K^)  I     ^  'ID. 

3.3 


ar  -^     AB  ..  K  r«       "^  TT^      AB  .  .  K  r« 

3_ ^L^ _£  'i©_^ 

"^     3.4-^     AB  ..  K  r~    ""■  ITs^ÄBTkT«  "■*' 

TT  j    1    r  w  rA  (A^B^  ..  Ke> 

Und  da  terner  nach  §.  243  / — ^  -r, -7? 

'       A  B  . .  K  r" 
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A  ab  . .  k  ,    1-    ^ 

=:   I     — —^  so  hat  man   auch  die  Cor- 


I  A  a  b  .  .  k  'IQ 

rection  =r  —     —   —    i    /"  — — 

3  1-  2pr  *"   ^  AB  ..  K  r' 

"     ^    ^   AB  ..  K  r'  ~    ^'°  '^  AB  ..  K  r^    ""•* 

Hiernach    wird    daher    der   vollständige  Werth 

I 


der  Verbindvin^srente  =r  (I )    A  ab  .  .  k 

2  p  r 

+     ~^x  ^^AB..Kr^""^^  ÄBTT  K  x^ 

« ^  •  . 

~  ^'°  -^  AB  ..  K  r'"~  "^  •  •'  '^'^^''^'^  ^''''"' 
man  so  lange  fortsetzen  kann,  als  es  der  Genau- 
igkeit wegen  nöthig  ist. 

Für  m  =   I  erhält  man  also  den  voUständigeM 

Werth   =    (  I     —    )    A  a    4- ,  für  ni=:2 

2  p  r  2  r 

hat   man    denselben   -=■    (l  —  )   K  ab  -j 

2  p  r  2   r 

I  A  AS  A  B2 

— f' — rVerol.    &. 

6  AB  r   -^  ro  ^"^     ^^       ^' 

147).       Für    m    =   3  hätte  man  diesen  Werlli  •==. 

I  -; —  I 

Cj    —  )    A  abc  -}- — 

2  p  r  2  r 


6.  ABC 


A's  A  B'S  A  C's 
^.     (I -f- 
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B's  A  A'5i  A  C'^  C'-^  A  A'a  a  B's 

I  A  A^  A  BS  A  CS 

"       4.ABC  r  ^  r« 

Für  m  =  4    erhielte    man    den    vollständigen 
Werth    =    (I     —    — ^)  A  abcd  -j- 


2pr  2  r 

I                         A'x  B'-^  A  C'a   ^  D'^ 

;6.A  B  C  D  ^^  F^                               + 

A'i-  C'i  A  B's  A  D'S  A'i  D'-L  A  B'^  a  O^ 

r : L     f 1± 

B'-i  C'i  aA's  AD'^  B'4  D'i  AA'^  A  C'^ 

C'-i    D'i    aA'2    A  B'£ 
+/ -^ )  - 


4.A  B  C  D 


(/ 


r' 
A'i    A  B'2   A  C'2   A  D's 


B'iAA'^AC'S  AD's  C'i.  aA'^AB's  AD- 

+  / -. 4-  /- i— 

D'i    A  A's   AB's    AC'^ 
+  / ~. )  - 

3  A  Aa  A  B^   A  CS    ADS 

lo.ABCDr-^"  r°  ~~    ^^^' 


Aum,    Die     nach folgenden    Tlicilu    sind   in    dem 

z  r 

Falle,  wenn  nicht  A,  B,   C,  D  sehr  kleine    Zahlen   sind,  nnbe- 

trächtlich,   und  können  der  Regel  nach  ohne  merklichen  Fehler 

wegfallen.      Wären  z.  B.  alle  Personen  von  gleichem    Alter  a, 

und  wäfö    a  ~  b5,  so  würde  iur  m  ~  3  der  zunächst  nach 
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I  ,  1      ,      A5  CA  A^)* 

---     folgende   Theil    =:    -7^/ » 

I  (A  A2)5 

und    der    folgende    — r f' ,      Hier    ist 

4A*  r^  r° 

I 
nun  nach   Süfsmilchs  Tabelle  schon —    /"A-  (A  A-)* 

285  1  6? 

=    -—---Zr  0,029,  und— .-—/CA Afi)»=z 


9826  4A*    ^  19652 

1         A'  CAA^)* 

o,oo35.     Folglich  sind  um  so  mehr ;; —  / ■ 

2  A«  "'  r» 

,1  r      CAA^)* 

und — /  unbeträchtliche     Grö- 

4  A*  .  r    ^  ro 

I 

fsen.      Bey  a  =Z  92  würde  — -     fAlC^A^y    erst  — 

2  A* 

~  =  o,o47  und  -J—ZCAAS).  =  iri~  "'"'• 

Wäre    dagegen    a    IZ    gS,    so    wäre    freilich    der  Theil 

I              A'-CAAS)2      _ 
jTT'  f  o,  da  Ai  ZZ  o  ist,    aber    der 

I       ^     CAA)»  I 

Theil —  /  .    würde    ZZZ •        I^a     """ 

4A5  •^  r*  4r 

für  a  ZZ  g5  zufolge  Süfsmilchs  Tabelle  ^  a'  ^n  Oj  so  wür- 
de    der     vollständige     Werth      dieser     Verbindungsrente 

I  I  I 

■ — — ,  wie  es  auch  seyn  mufs,  da,  wenn  das 

2  r  4  r  4  r 

Absterben  der  Einzelnen  innerhalb  des  Jahrs  als  gleichmäfsig 
angenommen  wird,  die  Verbindung  zu  3  nur  J  des  letzten 
Jahrs  besteht,  und  der  Voraufsetzung  nach  die  Rente  anl  En- 
de des  Jahrs  ausbezahlt  werden  solU  Bey  einer  Verbindung 
nadi  4  und  dem  Alter  von  <jb  Jahren  erhielte  mau  den  letzten 
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^  CA  A)-*  3 

Thell    ZU ;— /— ^ 7 = '  ^'so  die  Cor- 
ic A^  ^           r*                   10  r 

rection    so  wie    dio    vollständiye    Vcrbindiingsrcnto      — 

i_  5 J_ 

a  r  10  r  5  r' 


§.  245.  b. 

Sonst  kann  man,  wenn  die  Rente  jedesmal 
am  Ende  des  Jahrs  bezahlt  werden  soll,  und  wenn 
man  durchgängig  anstatt  der  Decremente  die    Zah- 

n — 1  n 

leu    der    Lebenden,    nämlich  A  —  A       anstatt 

n — i 
A  A etc.,  setzt,    den    vollständigen    Werth  der 

Verbindungsrente    noch    auf  eine  andre  Weise  aus- 
drucken.    Es  ist  nämlich,  in  Uebereinstimmung  mit 

— 1 

.dem  2*09  b.,  die  Rente  für  A  =  |  [      .      l  (a.  —  l) 

+  Aa]  =  I  (~  -j-  —~  4-  A  a)  =  -~  4- 
r  f  I 


3  r 


^  a.     Ferner  ist    die    Verbindungsrente  für 

— 1          —1 
A B 


AB    =   i  ^-^ X  (a  -  I)  Cb-  I) 


—  1 

A- 


+      ^     C   -^ Ä ^Ca-I)     b     + 

— '1 

B ,  —  1 

____     ?,  a  (b  -  I)  ]    +  f  ^  ab  =  -j-^      + 
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1 


r  4-  1  A 

—  ' h  abc  4-  I  [ ^  (  a  —  I  )  b     4- 

—  1 
B 


X  a  (b  —   l)].      Weiter  ist  die  Verbiu- 


B 

duiigsrente    für    drey    Personen     ABC 
—  1      —  1     —  1 

»  A E C— 

^  ABC 


X(a  -  I)  (b  -  I)  (c  _    I) 


A B- 


-hs^^L- XB Ma-I)(b—  I)c     + 

—  1         —  1 
___ A  (T—  I  )    b    (  c  —  I  )  + 

—1  — 1 

;...  ;^    B  (^  ~ —  ^a(b-  I)  (^~  i)T  t 

A— ^ B-^'      

^V  [  -^   ^  (a  —  0  b  c  +  — --    X  a  (b  —  I)  c  + 

—  1 

c — - 


Xab(c    —    I)]-|-|Kabc      = 

1_ X  a  b  c  4- 

4  r  4  r 

;  ^  A '  B ; . 

^^^  ^ Ä'B""'"  X  a    -    I  .  b    -  .  1  .  c     4- 

— 1         — 1 
A C 


A     C 
B— ^    C— - 


Xa    —    I.b.c    —    I     4- 


^     ^ Xa.b-.l.c—    I]     + 
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A- 


_t_  [ _ ^  a    —    1  .  b  c     4- 

B 


B 

c— 


K  a  .  b  —    I  .  c     4* 


K  a  b  .  c    —    I]   etc. 


C 

Es  ist  jedoch  diese  Formel  für  die  Ausübung 
mühsam,  indefsen  erklären  sich  hieraus  die  ähnlichen 
Ausdrücke,  die  bey  Berechnung  des  vollständieeu 
Werths  der  Anwartschaften  weiter  unten  vor- 
kommen. 


§.  246. 

Soll  die  Verbindun^srente  für  alle  vollständige 
Vereine,  nach  V^erhältnifs  der  Zeit,  während  der 
sie  in  jedem  Jahre  noch  bestehen,  aber  in  äugen- 
hlicklichen  Terminen,  bezahlt  werden,  so  ist  der  £e- 
genwärtige  Werth  derselben  für  das   erste  Jahr  =: 

^g'^^  y^     /(A    -    X  A  A)    (B    -  X   A  B)   .  ; 

dx 

(K  —  X  AK) .     Wenn  %  D.,  9t,  6    etc.  hier 

dieselbe  Bedeutung  haben,  die  ->)),  -ß,  ^'Si,  -0 
etc.  im  §.  245  hatten,  jedoch  mit  dem  Unterschie- 
de, dafs  die  Decremente  zwar  unverändert  beibehal- 
ten werden,  die  Zahlen  der  Lebenden  aber  nicht 
IL  N 
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für   das  Ende  sondern  für  den  Anfang    jedes    Jahrs 
genommen  werden,  so  ist  der    gedachte    Werth  rrr 

I                                    d  X                            d   X         . 
-T-^ 77-   (AB  ..  K/ ^  /x    ■ ^f- 

d  X  d  X       . 

0    f    X*    ■ 9?  /  X'  4-     ..    —    ..)  . 

'    '  rx  -^  rx 

Setzt  man  hier  für  f ,  /x  etc.    die    im 

§.  42  angegehenen    Ausdrücke,    so    erhält  man   den 
gegenwärtigen  Werth  der  Rente  für  das  erste  Jahr 

I 


r-  X 


A  B  . .  K 


AB  ..  K  TT    (r ^) 

-  ^  [     TT«    (I  -  -^)  --^] 

,        ^      ^  I  TT    t    2  TI* 

-f  D.  [2   TT'    (I  -  — ) 'r^T-] 

.       .  I      V  TT     t     3    ^*      f    Ö   Jt'   . 

—  9t  [6    7r4    (I -) r 

l    +  .  . 

Wenn  ferner  ^-,  Q-,  9i-  für  das  zweite  Jahr 
dieselbe  Bedeutung  haben,  die  ^>,  O,  9t  etc.  für 
das   Iste  hatten,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth    der 

Zahlung  des  zweiten  Jahrs  =  -r-=i ~    V 

^  A  B  . .  K 
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A^B*  ..  Ki 


rr  (I    -    — ) 


-—      [TT*     (I ) ] 

r  r  r    -" 


Ö^ 


+    -—     [2  TT«    (I ) 

r  r 


TT  t  271^ 


[6  TT-*    (I ) ] 

r  r  r  "^ 

etc.  etc. 

Für   alle   Jahre    erliälfc    man   also    Iilenach  den 

Werth  =  '        ~  [—    AB  ..  K  + 

A  B  . .  n       p  r  ' 

—  y ( — 

pr  r  P  *" 


r   ^  -^     r« 


+  (- 


p  r  r 

TT    ^     3  7t*     "f     6  Tt' 


■)/ 


9i'^ 


pr 
+     .    .]     = 


n 
pr 

7t 


(I  -f-  X  a  b  c  . .   k) 


AB  . .  K     I^  ^   pr 


2  7t' 


+     ( 


J   J     yo  pr 

6  Tt'»  71    t     3  7t*     t     6  TT* 


t     2 


Hier  kann  man  nun,  wenn  der  Zinsfufs  gege- 
ben ist,  die  Coefficienten  ein  für  allemal  berechnen. 
Es    ist    nämlich    für    den    Zinsfufs    von    4    Procent 

N  a 
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—  =r  0,980643?  ferner — 0,487ii7, 

pr  pr  r 

2  ?t'  rr   +   2  tt^ 

1 =  0,323680  , 

p  r  r 

6  71*  TT    t     3  5T^    f    6  7r' 


=  0,2422821'.  s.w. 


Man  könnte  auch  den  Wertli  der  so  bestiwm- 
ten  Verbindungsrente  durch  lauter  bejahte  Theile 
ausdrucken ,     nämlich     für    das     erste     Jahr    durch 

[Ci  4-  (I  -  X)  AC]  ..  [K^  +  (l  -  X)  AK]  ~, 

In     diesem    Falle    hat    man    den     Wcrth    = 
1 


AB  ..  K 


-    [/A^B^    ..    K^    ---    + 


dx  d  X 

^91  /  ( I  -  X )»  -^  +  . .]  wo  i^,  -'ö,  m 

etc.   die   im    §.  245    angegebene    Bedeutung  haben. 

Wenn  man  nun,  in  der  im  §.  237  angegebenen  For- 

/  (cc  —  ^)^        d  X  ,  ,  , 

niei    tur     • ■ ,  cc  =  I,  auch  nach 

«m  rx 


der    Integration    x   rrr    l    setzt ,    so    erhält   man 
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7t  — 3  TT^  +  6  TT*  —    etc.     Also  wird  der  voU- 

pr 

ständigeWerth  derVerbindungsrente  für  das  erste  Jahr 


AB  .  .  K     L  pr  '   ^  pr 

-4-      (  TT      —      2    71«      +       -    ""   -   )    ^D.    4-    (tT    —    3   TT»     + 
6   TT* 

Ott'     —    ^ )^9fv  +  ..  etc.   etc.      Für  alle  Jali- 

pr 


re  hat  man  also  diesen  Wertli  = •     X  a  b  .  .  k 

P 


71 


'i5p 


3  TT*  r  4-  • )  /    --—  +  (nr  —  SvT^r  -j-  671'  r 

.;   .        p       ^  -^       r»        '  -* 

Für   r   =  1,04    ist    hier -^1=  1,019869?  n:r 
'■•'•■  P 

-_'    _!L_  :=z  07513268»    Txr'— '2  7i*r   -f " 

-    ...  p  p 

=  0,343294  u.  s.  w. 

•Anm.     Näheningswclse  kann  mau  auch  den  vollstäniligen 
Werth  der  in  augenblicklichen  Terminen  zahlbaren  Verbindungs-. 

r  TT  -, T-      .  I  '-^  / 

rente  durch  —  (X  ab  ..  k  +  j-^;^— g    / ^T"      + 

3  AB..K  -^     r*      ^  4  AB  ..  K"^    r^       T   •  •    >» 

ausdrucken«     Eigentlich    ist  dies  der  Werth  der  Verbindungs- 
reute,  die  für  alle  VeJ'cine  nach    Vcrhäjtnifs  jlcr    Zeit,  welch© 
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sie  bestancleu  haben,  bezahlt  werden  soll,  aber  so  berechnet 
als  wenn  diese  Rente  während  des  Jahrs  in  angenblicklicliert 
Terminen,  jedoch  mit  einem  gleichen  Belauf  in  jedem  Augenblick^ 
entrichtet  werden  sollte.  Es  nimmt  aber  streng,  genommen,  der 
Belani  der  Rente  an  alle  Interefsenten  vom  Anlange  des  Jahrs 
bis  zum  Ablauf  delselben  continuirlich  ab.  Die-  Rente  genau 
berechnet  wird  daher  auch  etwas  gröfser  als  sie  nach  der  an- 
gegebenen Näherung  ausfällt,  weil  im  ersten  Fall  zu  Anfang 
des  Jahrs  mehr,  zu  Ende  defselben  aber  weniger  an  Renten 
bezahlt  wird  als  im  letzteren  Falle»  Grofs  ist  indefsen  der 
Unterschied  nicht,  da  er  überhaupt  nur  aus  denjenigen  Verbin^ 
düngen  entspringt,  die  im  Laufe  jedes  Jahrs  aufhören,  auch 
jiiclit  einmal  aus  den  an  dieselben  zu  zahlenden  Renten,  die 
in  beiden  Berechnungen  gleich  sind,  sondern  aus  den  Zinsen 
dieser    Renten  ensteht. 


§.   247.  a. 

Wenn  die  Verbindungsrente  für  m  Personen 
von  gegebenem  Alter  bekannt  ist,  so  wird  daravis 
die  Verbindungsrente  für  m  Personen,  die  dvirch- 
gängig  um  I   Jahr  älter  sind,    folgen dermaafsen  ge- 

I  AiBi..K* 

fuuden.      Es  ist  K  a  b  . .   k  =;  -r=. ;;.  C 

AB  ..  K  ^         r 

AsB-  ..  K^  AiBi  ..  K» 

"T*     "i "h  ""  ~T  4"    •  • )  • 


Ebenfalls    hat   man   ^  (a  f  I)  Cb  f  I)    ..    (k  f   O 
I  A^B-  ..  Ki      .        A^B5  ..  Kl 

-xC :: + 


■~    AiBi..Ki  "^  r  '  r^ 

\  -%— -'     Ai  B^     .  .     Ki 

+  •  •^'  ^°^s^^^^ '''  -~:\  B"— 'KT —  ^ 


A  (a  t   I)  (bf  1)  ..  (k  t  O     = 


VonRent.etc.  aufnieIir«Xeben.  199 


A^  B^  . .  K*  Ai  Bi   . .    Kl 


AB  ..  K    "  r 

,       A^B*  ..  KJ        ,     A^B^  ..  Ki       ^ 
+  •  -^  ""^^  -AB..K    —  +     ABTTkT      ^ 


Ai  B^  . .  Ks^ 


^  (a  t  1)  (b  t  I)  .  .  (k  t  1)  =  — ä'b";T"kT 

A^  B-  . .  Kl        ,      AI  Bi  . .  K^ 
"ab  . .  K  r^        ^    A  B  .  .  K  r 


^  ab  .  .   k.     Also  A  (a  t    1)  (b  t  1)  •  •   (^  t   0  = 
AB  ..  K 


;^xEx  ..  K^'  r  Aal,  ..   k  -  I.     (Veröl.  §.   155). 

Hieravis  hat  nian  audi  A  (a—  J)  (b— I)  .:.  (k — l) 
A  B    ..    K 


-1     -1  -1 

A—  B—  . .  K—  r 


^  a  b  . .  k     -f- 


AB,.K  _  AB..K 


-1-1  -1  -1-1.  - 1 

A— B—  ..  K—  r  A— B—  . .  R—  r 

(A  ab  . .   k    4-    I)>    wonach  man    die   YerbincUin^s- 
rente    für    die    um    1   Jahr  .jüngerjn    Personen    hn- 


det. 


§.  247.  b. 

Sollte    aus    dem    Werth'e  der  Verbindmigsrente 
für    m     i'ersonen  eines  gegebenen    Alters  überhaupt 
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der  Werth  der  Verbindungsrente  für    m  Personen, 
die  durchgängig  um  n  Jahre  älter    sind,    gefunden 

"vverden,  so  hat  man  A  (a  f  n)  (b  f  n)  .  .  (k  f  n) 

+ 


nfi  nf  1  nf  1 

A B •     .  .     K 


n,        n 

A—  B—     .  .     K- 


nfa       nfa  nfz 

A —  B ,.  K 

n         n  •      n 

.    A—  B—  . .  K—  r= 


-J-  . .,  und  A  a  b    . .   k 


AS  B^  .  .  Ki  A— B—  ..  K- 


.        AB. .Kr       +••+    AB..Krn       "^ 
A B ..K-^—      .    A B •  ..  K 


+ 


A  B  . .  K  rn  1 1  •        .  A  B  . .  K  m  t  2 

*^  . . ,    oder    wenn    man  die  ersten  n  Glieder   von 


A  ab  ,  .  k  mit    Q   bezeichnet,    A  ab  ..  k  =  Q  -f- 

n        n  n  nfi  iifi  n-}-i 

A—  B—  . .  K—  A B . .    K 


c- 


A  B    .  .  K   rn  n       n  n 

A—  B—  . .  K—   r 


n        H  n 

A—  B—  , .  K—  r^ 


n       n  n 

A— B—  ..  K— 
AB  .  .   K    rn 


A  (a  t  n)  (b  t  »)  .  •   (k  t  n)« 


Folglich    wird    ;i  (a  f  n^    (b  f  n)    . .    (k  j  n)    = 

AB  ..  K  rn  —; 

_  .  (  ;i  a  b  , .  k  —  Q).      Hiernach 

nun 

A—  B—  . .  K— 
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kann  man,  wenn  einmal  die  Verbindungsrente  für  m 
Personen  bekannt  ist,  so  lange  der  Unterschied  des 
Alters  für  die  verschiedenen  Personen  unverändert 
bleibt,  die  Verbindungsrenten  für  jedes  höhere  Al- 
ler   derselben    berechnen.      Wenn    aber  hiebey  die 


einzelnen  Glieder  der  Reihe  von  ^  ab  ..  k  erst  be- 
rechnet werden  müfsten,  so  könnte  diese  Methode 
nur  dann  die  Arbeit  abkürzen,  falls  das  Stück  Q 
weniger  Glieder  hätte  als  das  ergänzende  Stück  der 


Reihe  von    A  ab  . .  k. 

Eben  so  findet  man  aus  der  Verbindungsrente 
für  die  Personen  vom  Alter  a,  b  etc.  bis  k  auch  die 
Verbin dnngsrente  für  eben  so  viele  durchgängig  um 
n  Jahre  jüngere  Personen.  Wenn  man  nämlich  die 
n  ersten  Glieder  der  Verbindungsrente 
A  (a  —  n)  (b  —  n)  . .  (k  —  n)    mit  Q  bezeichnet. 


so    ist    ;i  (a  —  n)    (b  —  n)  . .  (k  —  n)    =    Q  -}- 

AB  ..  K  

~— • 2,  ab  .  .  k,    wo  man  dann 

-n     -11  -n 

A—  B—  . .  K—  rn 
wieder  Q  berechnen  müfste. 


§'  248. 

Da  die  Berechnung  der  hohem  Verbindungs- 
renten nach  den  bisher  angeführten  Formeln  sehr 
mühsam  ist,  so  wäre  eine  Näherungsmethode  frei- 
lich zu  wünschen  ;  es  giebt  jedoch  keine  solche  Me- 
thode, wodurch    ma)i    diese    Renten    mit  einem  zu 
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jedem  practischen  Gebrauche  lunreiclienden  Grade 
von  Genauigkeit  finden  und  dabey  zugleich  bestimm- 
te Gränzen  der  möglichen  Abweichung  von  den 
wahren  Werthen  angeben  könnte.  Am  wenigsten 
sind  die  Näherungswerthe  bey  Berechnung  von  Ue- 
berlebensrenten  und  Anwartschaften  zu  sebrauchen, 
weil  dann  durch  Verbindung  mehrerer  Werthe  ver- 
mittelst der  Addition  oder  Subtraction  der  Fehler 
weit  beträchtlicher  werden  kann.  Wo  indefsen  die 
Näherungswerthe  für  den  Zweck  hinreichen,  da 
kann  man  folgende  Methode  anwenden,  die  aber 
als  Hülfsmittel  Tabellen  über  die  Werthe  von  Ver- 
bindungsrenten für  Personen  gleiches  Alters  sowohl 
nach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Absterbens 
als  nach  derjenigen  Slerbensordnung,  weiche  man 
zum  Grunde  legen  will,  voraufsetzt.  Wenn  eine 
Verbindungsrente  für  mehrere  Personen  verschiede- 
nes Alters  gesucht  wird,  so  berechne  man  für  die- 
selben Personen  eine  Verbindungsrente  nach  der 
Hypothese  (^^^  gleichmäfsigen  Absterbens  und  dem 
gegebenen  Zinsfufse,  wobey  die  Altersergänzung  je- 
der Person  der  doppelten  mittlem  Lebensdauer  der- 
selben gleich  genommen  wird.  Dann  berechne  mau 
auch  die  mittlere  Vnrbindungsdauer  der  gegebeneu 
Personen  ebenfalls  nach  der  Hypothese,  und  nehme 
aus  den  Hülfstabellen  sowohl  nach  der  Hypothese  als 
nach  der  angenommenen  Sterbensordnung  die  Ren- 
te für  ehen  so  viele  Personen  gleiches  Alters^  deren 
hypothetische  Verbindungsdauer  der  gefvmdenen 
Verbindungsdauer  der  Personen  verschiedenen  Alters 
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gleich  ist.  Zuletzt  miiltiplicire  man,  um  die  ge- 
suchte Verbindungsrente  zu  finden  ,  die  Verhin- 
dungsreute  für  die  Personen  verschiedenen  Al- 
ters nach  der  Hypothese  mit  der  Verbindungs- 
rente für  die  Personen  gleichen  Alters  nach 
der  gegebenen  Sterbensordnung  und  dividire  mit 
der  Verbindungsrente  für  die  Personen  gleichen 
Alters  nach  der  Hypothese.  Das  heilst ,  wenn 
die  Renten  nach  der  Hypothese  hier  mit  1  bezeich- 
net werden,  und  wenn  das  Alter  der  gegebeneu 
Personen    a,    b    und    c,    auch    nach    der  Hypothese 

E  abc  =  Em*  ist,  so  nehme  man  an,  dals  l.a  b  c 


siph  verhalte  zu  A  abc    wie   Im'     zu     ^m*,    wo- 

1  a  b  c  .   Am* 


nach  man  also  erhält  A  a  b  c  = 


1 


Wenn  also  z.  B.  nach  Wargentins  Sterbensord- 
uung  die  Verbindungsrente  für  die  Jahre  lO?  20 
und  60  gesucht  wird,  so  sind  die  zu  diesen  Altern 
gehörigen  Lebensergänzungen  90,14;  765O4  und 
25,26)  und  man  erhält  nach  der  Hypothese  die 
Leibrente,    zu    4    Procent    gerechnet,    oder 


190,14.76,04.25,26    =:    7,324,    so    wie 


E  90,14.76,04.25,26  =  10,25.  Dies  ist  nach  der 
Hypothese  die  Verbindungsdauer  für  drey  Personen 
von  der  Altersergänzung  40,98,  wozu  nach  War- 
gentin  das  Alter  46,76  gehört,  und  die  Leibrente 
lür  drey  Personen  der  angegebenen  Lebensergän- 
2ung  oder  des  angegebenen  Alters  ist  nach  der  Hy- 
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pothese  =  7jI7I  "nd  nach  Wargentlns  Sterbensord- 
nung =  '7ulO'       Hiernach    wird    der    Näherungs- 

,,                 7-770.75324 
werth  = =  7>936;  den  wahren 

7^171 

Werth  giebt  Herr  Brune  zu  7,704  an.  Auf  die 
nämliche  Weise  findet  man  für  drey  Personen  von 
I0j30  und  50  Jahren,  unter  Zugrundelegung  der 
W^argentinschen  Sterbensordnung,  nach  der  Hypo- 
these die  Verbindungsrente  rr:  85715  i^nd  ^^^  Ver- 
bindungsdauer   =:    13,05,    so  wie  hienach  den  ge- 

9^499.^,715 
suchten    Näherun^swerth    :=   ■ —  r=  95Ö23) 

^  8,603 

wofür  der  richtige  Werth  bey  Herrn  Brune  zu  9,536 
angegeben  ist.  Der  zuletzt  gefundene  Näherungs- 
werth  kömmt  dem  wahren  Werthe  näher  als  der 
vorher  angegebene,  weil  in  dem  zweiten  Beispiel 
der  Unterschied  des  Alters  der  verbundenen  Per- 
sonen unter  einander  nicht  so  grofs  ist  als  in  dem 
erster  en. 

Ueberhaupt  aber  ist  diese  Näherüngsmethode 
sicherer  anzuwenden  bey  solchen  Sterbensoi'dnungen, 
deren  Decremente,  die  Jahre  der  Kindheit  abgerech- 
net, nur  einen  W"endepunlft  haben,  wie  die  Süfsmilch- 
sche  und  Northamptoner,  als  bey  solchen,  wobey 
mehrere  Wendepunkte  der  Decremente  Statt  finden, 
wie  z.  B.  bey  Deparcieux's     und  Wargentins. 

Als  Hülfsmittel  dieser  Näherungsmethode  thei- 
le  ich  hier  die  Verbindungsrenten  bis  zu  5  Perso- 
nen von  fünf  zu  fünf  Jahren  nach  der  Hypothese, 
nach  Süfsmilchs  und  Deparcieux's  Mortalitätstabellen 
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mit.  Die  Wertlie  für  die  ersten  beiden  Sterbensord- 
nungen sind  neu  berechnet,  für  Deparcieux  Tabel- 
le aber  aus  dem  Bruneschen  Werke  genommen, 
Noch  bequemer  würde  diese  Näherungsmethode  an- 
zuwenden    seyn,    wenn    man    ein    für    allemal   die 

nm 
Werthe  von  A für    n    von    I   bis   100  und  m 

^     rn 

von  I  bis  5  verfertigte,  so  wie  man  sie  in  Tetens 
und    andern  Werken  schon    für    m  =   I  hat. 


106 
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Lehensrenten 

nach  der    Hypothese  des  gleichniäfsigen  Absterhens 

zu  4  Procent. 


Alterser- 
gänzung 


95 

90 
85 
80 

75 
70 
C5 
Go 
55 
5o 
45 
4o 
35 
3o 

25 

20 
i5 
10 

5 


I  Person 

18,6287 

18,3527 

17,9895 

17,6259 

17,2275 

iG,79o8 

i5,5ioG 

i5,78i3 

15,1965 

i4,5487 

13,8295 

i3,o284 

12,1347 

ii,i349 

io,oi36 

8,753o 

7,3326 

5,7281 

3,9117 
i,85o5 


2  Perso~ 
nen 

15,2494 
14,8944 
14,6272 
i4,i3o3 
i5,7o5o 
1 3, 2489 
12,7594 

12,253l 

11,6663 

11,0549 

10,3942 

9,6789 

8,9o33 

8,0606 

7,i436 

G,i438 

5,o5i9 

3,8577 

2,55o5 

1,1247 


3  Perso- 
nen 

12,9596 
12,0075 
12,2557 
ii,84i9 
11,4265 
10,9868 
10,5210 
10,0267 
9,5oi8 
8,9456 
8,3492 
7,7i55 
7,0390 
6,3i6o 

5,5-i22 

4,7i3o 
3,8234 
2,H686 
1,8443 
0,7557 


4  Perso- 
nen 

11,2822 

io,9383 

10,5786 

io,2o3o 

9,8080 

9,5953 

8,9577 

8,4995 

8,0173 

7,5091 

6,9732 

6,4o68 

5,8io5 

5,1787 

4,5098 

3,8018 

3,o5o5 

3,2543 

1,4128 

0,5378 


VonRent,  etc.  auf  mehr.  Leben.  <207 


Lebensrenten 

nach    Süfsmilchs     Sterbensordnung 

zu    4    Procent. 


Alter 

lO 

i5 

30 

25 

5o 
55 
4o 
45 
5o 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 


1  Person 


2  Perso-     5  Perso- 
nen neu 


1 8,2488        15,3570 


17,6104 

16,7905 

15,9870 

1 5,0847 

14,1175 

i5,i5G5 

12,0108 

10,7961 

9,6594 

8,3422 

7,o528 

5,9901 

5,0578 

|4,2023 
3,3222 
2,284l 


i4,65o4 

15,6778 

12,8127 

ii,85i2 

10,8576 

9,9484 

8,8563 

7,6865 

6,6900 

5,5575 

44,454 

5,6100 

2,9401 

2,3863 

1  8573 

1,4187 


i3,3657 

12,6628 

11,6683 

iü,8i52 

9,8672 

8,9110 

8,0939 

7,0649 

6,0  io5 

5,1 665 

4,1927 

3,2246 

2,54o8 

2,0176 

1,0760 

i,2ü37 


4  Perso- 
nen 

11,8947 
11,2197 
10,2172 
9,3972 
8,48i2 
7,5752 
0,844 1 
5,8981 
4,9282 
4,2o43 
5,36o3 
2,5077 
1,9285 
i,5oo4 
1,1390 
o,842o 
o,7i3i 


5  Perso- 
nen 

10,7402 
io,io3G 
g,iio4 
8,353o 
7,4590 
6,6095 
5,9325 
5,0619 
4,i633 
3,553i 
2,7958 

2,o325 

i,55o9 
1,1695 
o,8635 
o,6i55 
0,5396 
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Lehensrenten 

nach    Deparcieux's   -Sterhensordnung 

zu    4    Procent. 


X  Person 

2  Perso- 

3 Perso- 

4 Perso- 

5 Per  SO' 

nen 

nen 

nen 

nen 

19,018 

16,1 52 

i4,io7 

12,543 

11,298 

18,544 

i5,644 

io,Goi 

12,062 

10,829 

i7.9^'9 

14,961 

12,880 

ii,oi5 

io,o8l 

17,420 

i4,455 

12,421 

10,894 

9,693 

i6,85i 

13,959 

12,Ol6 

10,569 

%^^s 

16,107 

10,266 

i],4ü8 

io,o45 

8,986 

i5,i49 

12,321 

10,532 

9,247 

8,261 

10,970 

11,126 

9,582 

8,172 

7,25G 

12,G02 

9-759 

8,057 

6,909 

6,o63 

101, 1    1 

8,255 

6,6  ii 

S,5Ö7 

-4,79 1 

9,600 

6,916 

6,435 

4,473 

5,789 

8,i42 

5,655 

4,365 

5,543 

2,969 

6,5i6 

^,299 

0,222 

2,568 

2,132 

4,887 

2,95i 

2,071 

1,563 

1,203 

3,629 

2,05l 

1,067 

0,987 

0,747 

2,528 

1,074 

0,877 

o,6o5 

o,43-t 

i,i85 

0,522 

0,280 

o,i6i 

0,097 

0,021 

0,107 

,000 

0,013 

o,oo4 
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§.  248«    b« 

Eine  andere  Näberungsmetkode,  die  von  Sim^ 
pson,  Morgan  und  Tetens  empfohlen  wird,  ist  in 
der  Anwendung  bequemer;  sie  beruhet  indeisen  aui' 
einer  noch  Weniger  evidenten  Voraufsetzung  als  die 
vorhergehende.  Man  nimmt  nämlich  dabey  au, 
dafs  wenn  die  Verbindungsrente  für  m  Personen 
gleich  ist  der  Verbindungsreute  für  m  —  I  andre 
Personen,  und  zu  den  ersteren  sowohl  als  den  letz- 
teren noch  eine  Person  von  einem  und  demselben  Al- 
ter hinzukömmt,  die  Verbindungsrente  der  erstem 
ni  -\-  I  Personen  beinahe  der  Verbindungsrente  für 
die  letztern  m  Personen    gleich  sey. 

Wird  also  die  Verbindungsrente  für  m  Perso- 
nen gesucht,  so  nimmt  man  nach  dieser  Methode 
aus  den  bereits  berechneten  Tabellen  die  Verbindungs- 
rente für  die  beiden  ältsten  der  gegebenen  Personen, 
sieht  diese  Verbindungsrente  aly  eine  Leibrente  auf 
ein  einziges  Leben  an,  und  sucht  in  den  Tabellen 
das  dazu  gehörige  Alter.  Dann  berechnet  man  aixf 
die  nämliche  Welse  die  Verbindungsrente  für  eine 
Person  von  dem  gefvindenen  Alter  und  die  ältste 
unter  den  übrigen  m  —  2  Personen,  sieht  diese  Ver- 
bindungsrente wieder  als  eine  Leibrente  auf  ein  ein- 
ziges Leben  an,  und  sucht  das  dazu  gehörige  Alter 
in  den  Tabellen.  Auf  diese  "Weise  behält  man  zti- 
letzt  nur  zwey  Leben  übrig,  wofür  man  die  aus 
den  Tabellen  genommene  Verbindungsrente  als  den 
II.  0 
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Näheruiiffswertli    dei'    Verbindungsrente  für    die    m 
Personen   annimmt. 


Wenn  man  diese  Methode  auf  die  Hypothese 
des  i^leichmäfsigen  Absterbens  anwenden  wollte,  so 
liefse  sich  nach  den  vorher  angeführten  Formeln 
eine  Correction  und  Gränze  dafür  angeben.  lu- 
defsen  für  die  Hypothese  kann  man  diese  Nähe- 
rungsmethode ganz  entbehren ,  da  man  fast  eben 
so  leicht  den  richtigen  Werth  der  Verbindungs- 
renten   finden    kann,    besonders    wenn   man    einmal 

die    Werthe    von    f für  diesen  Gebrauch  be- 

rechnet  hat. 

Will  man  aber  die  angegebene  Methode  auf  die 
erfahrunosmäfsioen  Sterbensordnungen  anwenden , 
so  läfst  sich  wedei'  eine  allgemeine  Regel  der  Cor- 
rection  noch  Gränze  der  Abweichung  theoretisch 
besthnmen.    (S.  §,  210«  Anm.) 

Für  die  Verbindungsrenten  dreier  Personen  trifft 
diese  Näherungsberechnung  ziemlich  zu,  wie  dies 
für  die  Wargentinsche  Sterbensordnnng  aus  der  fol- 
genden, zu  4  Procent  berechneten,  Tabelle  erhellet; 
indefsen  sind  doch  schon  manche  Werthe  für  die 
höhern    Altersjahre    nicht    zu    gebrauchen.       So  ist 

z.  B.  nach  dieser  Tabelle  A  50. 90-90  =Oj8<^7  und 

?^  70.90.90  :=  0,790;   dagegen  ist  der  richtige  Werth 

für  l  90.90,  der  doch    gröfser    seyn   nnifs    als  jene. 
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nur  =  Oj7I(5«  Für  die  hölieru  Verbindüngsrenten 
würden  die  Abweichungen  von  dem  wahren  Wer- 
the  wohl  noch  gröfser  werden,  besonders  wenn 
man  mit  den  einmal  erhaltenen  Näherungswerthen 
weiter  fortrechnete. 


Alter 


Verbindüngsrenten   für   drey    Personen^ 

«I 

Wahrer  Werih 


T^äheriings-* 
Werth 


lO.lO.lO 

14-, 001 

io.io.5o 

12,897 

io.io.5o 

10,060 

io.3o.3o 

11,896 

io.5o.5o 

9,569 

io.5o.6o 

8,245 

5o.3o.3o 

ii,io5 

3ü.3o.5o 

9)"5 

5o. 30.70 

5,112 

5o.5o,5o 

7,914 

5o, 50.70 

4,8or 

50,70.70 

5,407 

5o.5o.5o 

7,o85 

5o. 50.70 

4,490 

5o,5o.f)o 

1,339 

60.70.70 

3,172 

60.70,90 

' 1,252 

5o,go.(|o 

0,867 

70,70,70 

2,56o 

70.70.80 

1,860 

70.70.90 

1,124 

70.80.80 

i,35r 

70.80.90 

1,012 

70,90,90 

0,790 

80.80,80 

1,100 

80,80.90 

0,847 

80.90,90 

0,674 

14,209 

i2,83i 

io,o55 

11,821 

9,556 

8,219 

ii,oo5 

9,070 

5,o65 

7,884 

4,728 

5,455 

7,027 

4,455 

1,522 

5,274 

i,i85 
0,696 
2,589 
i,8?-t 
1,070 
i,-*59 
0,896 
o,642 
l,i46 

0*759 
o,5öö 


O    2 


0,1 2  Vierter  Abschnitt, 

Anm.  1,  Nocli  kann  ich  eine  "Nähernngs-lMetliode  nicht 
iinberührl  lafsen,  die  Tetens.iu  seinem  Werke  S.  iio  und  i6r 
etc.,  besonders  für  den  Fall  empfiehlt,  wenn  man  einzelne 
Werthe  der  höhern  Verbind ungsrenten  gebrauchen  sollte.  Die- 
se Methode  besteht  darin,  das  man  die  Sterbensordnung,  wel- 
che mau  zum  Grunde  legen  will,  so  einrichtet,  dafs  wenig- 
stens von  Periode  zu  P«  riode  die  Diiferenzen  der  Decrcmente 
gl  (ich  werden,  und  demnächst  für  jede  Periode  den  Werth  der 
Rente  nach  einer  allgemeinan  Formel  berechnet.  Die  Süfs- 
milchsche  Mortalitätstafel  läfst  sic'i  so  einrichten,  wenn  man 
die  Grundzahl  ZZ  9000,  also  die  Zahl  der  Lebenden  bey  dem 
Jahre  ib  ZZ.  4598  setzt,  das  Decrement  des  Jahrs  i5  HI  58, 
die  Differenzen  aber  von  diesem  Jahre  an  bi*  zum65stenJahreZZ 
—  I,  vom  66slon  Jahre  an  aber  HT  f  2J  annimmt,  Deparcieux's 
Slerbensordnung  würde  man  vom  i5ten  Jahre  an  in  vier  Pe- 
rioden theilen  müfsen,  da  die  Decremente  von  da  an  bis  zum 
aösten  Jahre  zunehmen,  darauf  bis  zum  Sgsten  Jahre  abnehmen, 
daiui  wieder  bis  76  wach.''en,  und  endlich  \on  da  bis  zum  gänz- 
lichen Absterben  nochmals  kleiner  werden. 

Wenn  die  Grundzahl  für  Personen  vom  Alter  a  mit  A, 
das  dazu  gehörige  Decremeiit  mit  d  und  die  Differenzen,  die 
für  den  gegenwärtigen  Fall  verneint  seyn  mögen,  mit  ^'  be- 
zeichnet werden,  ^o  ist  imter  jener  Voraufsetzung  die  Zahl  der 
Lebenden 
!im   Ende     des     I stell  Jahrs    A    —       d 

—  —    —   2ten     —     A   —  2  tl   f        d 

—  —    —   3len     —     A  —   3  tl   t     3  ^' 

—  —    —  4ten     —     A  —  4  d  t     6d 

etc.  etc. 

11  .  11   —   T 

—  —    —  nten     —     A   —  n  d   f  ■ •    0. 

2 

Da  nun  d  = ö d  ist,   so    hat 

2  2  2 
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man  überliaupt   die  Anzahl  der  Lebenden     am    Ende     des   nten 

Jalirs     dieser  Teriode  ZI    A  —  (d  j   )   n  f  na    ,  wo- 

2  2 

ür  man  der  Kürze  wegen  setzen  kann  A  —  h  n  f  k  n^    . 


Wenn  man  also  z.  B.  eine  Verbindungsrente  für  vier  Per- 
sonen vom  Alter  a  zu  berechnen  hätte,  so  wäre  die  Anzahl 
der  bestellenden  Verbindungen  zu  vier  am  Ende  des  nten 
Jahrs    ZZ     (A    —    h  n     f  k  n^    }4    ^    der   gegenwärtige  Wertk 

_  (A-hnj  kii=)4 

der  im  nten  Jahre  zahlbarenRentensimimen — -) 

rn 

nnd  der  baare  Werth   der  Verbiudungsrente  für  die    bezeichne- 

_       I          (A  —  Im  t  kn=)*  i 

tc  Periode  —  — --—  /"  ■ —r-      X 

[A4/-i 4A^h/— t(4A'kt  6AMi=)  /-^^ 

—   (  12  A*  h  k    t  4  A  h'  )    / t    (  A=  k  ^     t 

12    Ah'kfh'»)    f (I2Ahk^  t4h'k)/ 

"^        rn  in 


t  (4Ak*   t  6  h=k=  )/-^^    _4hk^/-^     t 

1  "" 

k"*    f 1,  wo  A"*,  A*  etr,  Potenzen  von  A  sind.     Wenn  man 

rn 

lim 

nun    auch  die  Summen  / ein  für  allemal  bercclinet  hät- 

rn 

te,  welches  doch  für  die  höhern  Grade  eine  bedeutende  Arbeit 
ist,  so  müfste  man  doch  noch  die  jedesmaligen,  zum  Theil 
zusammengesetzten,  Coefficienten  und  die  Producta  ans  densel- 
ben in  die  discontirten  Summen  besonders  suchen.  Wäre  aber 
nach  der  Mortalitätstafel  noch  eine  Peiüode  übrig,  worin  die 
IJilllrenr.en    von    den     ynrit;,en    versrhiedt^n    sind,  se>  liattc  man 
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noch  ein  zweites   Stück    der   Verbliidungsrente,    vielleicht   mit 
derselben  Weitläufigkeit,   zu  berechnen, 

Indefsen  ist  dies  noch  der  einfachste  Fall.  Wären  die 
verbundenen  l'ersonen  von  verschiedenem  Alter  a,  b,  c  und 
d,  so  nuifste  man  so  viele  Abschnitte  Inder  Berechnung  machen 
als  irgend  eine  Person  eins  der  Jahre,  welche  die  Peiioden 
scheiden,  überschreitet,  und  man  könnte  auf  diese  Weise  leicht 
zehn  bis  zwölf  solche  Stücke  der  "Verbindungsrente,  wie  das 
•vorhergedachte,  zu  berechnen  haben. 

Diese  Arbeit  ist  in  der  That  von  einem  solchen  Umfange 
und  dabey,  wegen  der  vorkommenden  vielfältigen  Gröfsen,  so 
sehr  den  Reclinungsfehlejrn  ausgesetzt,  dafs  auch  wohl  der  zu- 
verläfsigste  und  geübteste    Rechner  die  Verbindungsrente  lieber 

nach  der  einfachsten  Formel  X  abcd  HZ —    (- 


'ABCD  "  r 

A»  Bi  C=  Dl 

-f'      ■ ^ f  .  ,)  suchen  möchte  als  nach  die- 
ser    sogenannten    Abkürzungs-   und  Näherungs-Methode, 

In  vorigen  Zeiten  hat  man  sich  viele  Mühe  gegeben,  die 
Sterbensordnuug  durch  eine  krumme  Linie  darzustellen.  Für 
die  Berechnung  der  mittlem  Lebensdauer  und  der  Renten  auf 
ein  einzelnes  Leben  würde  die  Arbeit  dadurch  etwas  erleich- 
tert worden  seyn;  wenn  man  aber  einmal  die  Hüllstabellen,  die 
vorher  angeführt  sind,  eingerichtet  hat,  so  ist  die  Erleichterung 
nicht  bedeutend.  Am  meisten  möchte  man  für  die  höhern 
Verbindungsdauern  \md  Verbindungsrenten  eine  bequemere  Me- 
thode als  die  bisher  angegebenen  wünschen;  indefsen  ergiebt 
es  sich  aus  dem,  was  so  eben  angeführt  worden,  dafs  wenn  die 
Gleichung  für  die  Sterblichkeitslinie  auch  unter  der  einfaclisten 
Form  (X  —  h  X  f  k  x^  enthalten  seyn  könnte,  die  Berechiumg 
der  Verbindungsdauer  und  Verbindungsrejiten  doch  immer  sehr 
weitläufig  werden  würde. 
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Anm.  2,  lieber  das  Verliältnifs  der  Leibrenten  zu  den 
Zeitrenten  auf  die  mittlere  Dauer  der  Existenz  füge  ich  hier 
noch     einige    Bemerkungen  hinzu. 

Zuerst  ergiebt  sich  aus  der  Natur  der  Leibrenten,  dafs  sie, 
sobald  Zinsen  gei-echnet  werden  sollen,  kleiner  sind  als  die 
Zeitrenten  auf  die  mittlere  Lebens-  oder  Verbiudungsdauer* 
Es  ist  nämlich  die  Anzahl  der  zu  zahlenden  Jahrsrenten,  jede 
ohne  Zinsen  zu  i  gesetzt,  die  nämliche,  man  mag  die  eigentli- 
chen Lebensrenten  oder  die  Zeilrenten  auf  die  mittlere  Dauer 
der  Existenz  oder  Coexistenz  zum  Grunde  legen.  Die  mittle- 
re Dauer  ergiebt  sich  nämlich  gerade  daraus,  dafs  alle  Lebens- 
oder Verbindungsjahre  zusammengenommen,  und  über  alle  In- 
terefsenten  oder  Vereine  gleichmäfsig  vertheilt  werden,  wouacli 
also  bey  den  Zeitrenten  auf  die  mittlere  Dauer  angenommen 
wird,  dafs  während  dieser  mittlem  Dauer,  länger  aber  nicht, 
an  jeden  Interefsenten  oder  jeden  anfänglich  bestehenden  Ver- 
ein jährlich  1  Rthlr.  bezah.t  werde.  Bey  den  eigentlichen 
Lebensrenten  dagegen  wird  vorausgesetzt,  dafs  die  Renten- 
ihaler  jedesmal  nur  an  die  noch  lebenden  Interefsenten  oder 
bestehenden  Vereine,  folglich  auch  nach  Ablauf  der  mittlem 
Dauer  bis  zum  gänzlichen  Abgang  der  Einzelnen  oder  Vereine, 
bezahlt  werden,  wo  also,  sobald  Zinsen  gerechnet  werden,  die 
Lebensrente  durch  den  Discont  kleiner  werden  uuils  als  dio 
gedachte   Zeitrente. 

Auch  erglebt  sich  Uberdem  aus  der  Verglcicliung,  dafs  nach 
der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Abstorbens,  wenn  die  mitt- 
leren Verbindungsdauern  gleich  angenommen  werden,  die  Verbin- 
dungsrenten für  Personen  gleichen  Alters  in  jedem  Verein 
luii  so  mehr  von  den  Zeltrenten  auf  die  mittlem  Verbindungs- 
dauern abwelclien,  je  höher  der  Verbindungsgrad  ist.  Wenn 
augenblickliche  Zinsen  zu  4  von  liundert  gerechnet  werden,  so 
ist  z.  B,  die  Zeitr&nte  auf  lo  Jahre  IZI  8,274  ;  die  Leibrente, 
in  augenblicklichen  Terminen  zah'bar,  für  eine  Person  von 
der  Alterserßänzung  20,   wo  also  die  mittlere  Lebensdauer  _ZI 
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lo,  ist  nr  7,827;  die  Verbindungsreiitc  für  zwcy  Personen  von 
der  Altersersergänzung  5o,  deren  Verbindiingsdauer  wieder  m 
10,  wird  IT  7,G5i;  für  drey  Personen  von  der  Altersergänzung 
4o,  Avo  wieder  die  mittlere  Verbindung  "ZU  10,  ist  die  Rente 
ZU  7,529 ;  für  vier  Personen,  deren  Altersergänzung  ZüZ  5o 
und  mittlere  Verbindungsdauer  I^  10,  ist  die  Verbindungsren- 
te  7,465,  so  wie  endlich  für  fünf  Personen  von  der  Alterser- 
gänznng  Go  und  mittlem  Verbindungsdauer  ZZ  10,  die  Verbin- 
dungsrente ZU  7,4 16  wird,  —  Ferner  ist  die  Zeitrente  auf 
20  Jahre,  Avieder  in  augenblicklichen  Terminen  zahlbar,  Z~ 
i5,86o;die  Leibrente  für  die  Aitersergänzung  von  4o  Jahren 
wird  ZZT  12,62g,  die  Verbindungsrento  für  zwcy  Personen,  de- 
ren Altersergänzung  ZZl  60  Jahre,  ist  ZZ  12,160  und  für  drey 
Personen  von  der  Altersergänzung  80  ZZ!  11,290.  —  Noch  ist 
djo  avif  ähiiliche  Weise  berechnete  Zeitrente  auf  5o  Jahre  ZZI 
17,555,  die  Leibrente  des  Einzelnen  für  die  Altersergänzung 
von  60  Jahren  wird  ZU  15,691,  die  Verbindungsrente  für  :ä 
Peisoneuj  deren  Altersergänzung  ZZ  90  Jahre,  aber  ZZ"  i5,o25» 

Bey  den  empirischen  Sterbensordniingen  sind  zwar  auch 
die  Zeitrenten  auf  die  mittlere  Lebensdauer  von  den  eigent- 
lichen Leibrenten  beträchtlich  verschieden.  Nach  Süfsmilchs 
Morlalitätslabelle  und  deni  Zinsfufse  von  4  Procent  ist  das 
Verhältnifs  der  Zeitrenten  auf  die  mittlere  Lebensdauer  zu  den 
Renten  auf  ein  einziges  Leben  bey  dem  Alter  von  i5  Jahren 
Zllioooigoo,  und  steigt  nach  und  nach  bis  auf  ioooj84i,  welches 
das  Verliältnifs  für  das  Alter  von  90  Jahren  ist.  (S.  Telcns 
a.  a,  O,  Seite  109),  Dagegen  scheinen  nach  den  erfahrungsmäs- 
sigcn  Sterbensordnuiigen  im  Ganzen  genommen  die  Unterschie- 
de der  Lebensrenten  von  verschiedenen  Verbindungsgradeu 
bey  übrigens  gleicher  Verbindungsdnuer  nicht  so  beträchtlich 
zu  seyn  als  bey  dem  gleichmäfslgen  Absterl)en.  So  ist  z.  B, 
nach  Sufsmiichs  SLerbenaordnung  und  dem  Zinsfufse  zu  4  Pro- 
cent, für  eine  Person  vom  Alter  01,46,  wo  die  mittlere  Le- 
bensdauer ZZ  37)61*,  diüLfcibiente  ZZ  11,819,  die  Vcrbiadun^S' 


Von  Rent»  etc.  auf  mehr.  Leben.  2I7 

rente  für  2  fünfzehnjährige  Personen,  deren  mittlere  Verhin- 
dungsdauer  so  grofs  wie  die  angegebene  Lebensdauer,  wird 
ZZ  i4,63o.  Für  eine  Person  vom  Alter  44,98,  wo  diemittlera 
Lebensdauer  ZI.  ig,75,  ist  die  Leibrente  ZU  i2,oi5;  für  zwey 
dreyfsigjährige,  deren  Verbindungsdaiier  auch  nz  i9>75,  ist  die 
Verbindungsrente  IZ  ii,85u  Für  eine  Person  vom  Alter 
57,98,  wo  die  mittlere  Dauer  ZZ.  i3,o5,  hat  man  die  Leibrente 
ZI  8,884;  für  zwey  fünf  und  vierzigjährige  Personen,  deren 
V'orbindungsdauer  ebenfalls  ZZ  i5,o5,  erhält  man  die  Verbin- 
dungsrente ZZ  8,85G,  Für  eine  Person  vom  Alter  72,28,  de- 
ren Lebensdawcr  ZZ  7j48,  ist  die  Leibrente  ZI  öiS-i-t ;  für 
zwey  60  jährige,  deren  Verbindungsdauer  ebenfalls  ZZ  7)48,  ist 
die  Verbindungsrente  ZZ  5,557,  Noch  ist  für  eine  Person  vom 
Alter  86,64,  deren  Lebensdauer  ZZ  5,8f),  die  Rente  ZZ  2)992, 
für  zwey  70  jährige  Personen  aber,  deren  Verbindungsdauer 
wieder  ZZ  5,89  ist,  wird  die  Verbindungsrente  ZZI  2,940, 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich,  dafs  man  nicht 
wohl,  wie  Langsdorf  in  seinen  arithmetischen  Abhandlungen  über 
juristische,  und  forstwirthschaftliche  etc.  Fragen-)  S,  67  aurälh, 
die  Zeitrenten  auf  die  piitllere  Existenz  bey  Vcrsorgungsanstal-o 
ten  zum  Grunde  legen  könne.  Der  von  ihm  angeführte  Grund, 
dafs  hienach  die  Kafse  auf  ein  vollkommen  sicheres  Fundament 
Ijebauet  werde,  ist  auch  nur  von  einer  Seite  richtig,  und  die 
vorgeschlagene  Berechnung  ist  da,  wo  die  Kafse  Leibrenten  zu 
empfangen  hat,  zu  ihrem  offenbaren  Nachtheil.  Zudem  würde 
bey  den  Verbindungsrenten  durch  die  vorgeschlagene  Methode 
wenig  gewonnen  werden,  da  die  Verbindungsdauern  fast  eben  sq 
weitläufig  zu  berechnen  sind  als  die  Verbindungsrenten, 


§.  249. 

Sollte  eine    höhere    Verbindungsrente    für  Per^ 
sonen,  deren  Alterseryäiizungen  d,  ß  ,  ,  a  sind,  mit 
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I  im  ersten  Jahre  anfangen  und  jährlich  nach  der 
Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  steigen,  so  wäre 
ihr  jetziger  Werth,  nach  der  Hypothese  und  auf  gan- 


;  Janre  gere 

Cimet,  — .  X 

(«  - 

n)  (/?  —  n)  ..  (y.   —  n)   .  n 

Vn 

I 

-    1»                ^     -     n*        . 

/ 

C«/?  ..  y,f- V  f  --   J^ 

n'  um  f  I 

Q  / ..  +/- ■ ),  wo  V,  Q,  Retc.  die 

^         rn  rn 

oben    §.    241    angeführte  Bedeutung    haben,  und  n 

A'on    I  an  bis  zu  y.   fortgeht,  wenn   dies   die  kleinste 

.  n  n- 

Alterser^änzung  ist.     Die  Summen  /" ?    / —  etc. 

3  n  •'    rn  rn 

findet  man    nach  §.   39. 


"Wird    eine    solche    nach   der  Ordnung  der  na- 
türlichen    Zahlen     steigende    Verbindungsrente    für 

die  Personen  A  B  C  . .  K   mit  L  a  b  c  . .  k    bezeich- 
net, so  ist  z.  B.  L  abc  = ■    («  ß  y  J — 

u3y  vy 

(aß    4-    «/   +  /?/)  /—   +   («  +  (2   +  y)    f  JLL 
ry  xy 

r/  xy  «  iJ  7 

ry  aß  ay  ßy  xy 

-JL_/^—  etc. 
(Aßy  ry 
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$.  250. 

Sonst  hat  man  auch  die  im  vorigen  §.  verlang 
te  Verbindungsrente   =i 

Ca    -    1-)    (ß    -     X)    ..    (y.    -    I) 


«  i     .  .      X  r 

2  ra  —  o   (.-  —  O  •• 

(x    -    O 

«fi     ..      X  r2 

3    C«    -    3)     (/?    —    3)    .. 

(><    -    3) 

aß      .    .      X  .  r» 


4- 

+ 


«    r    Ct"  —  O  ••  (x  —  o        , 

.  .     =  L 4- 

c(  ß     .   .     a  Y 


(ß      -     2)       .     .       C-,      -     2) 


5      C^^    —    3)      .    .      (•/    —     3) 


X    r 


1  I      .      (y^    -    I)      >   .      C>c    -     I) 


2.2        (  ,?      -  2  )        .     .        (  X      —      2  ) 

ß  . .    X    r=^ 

3»3     Ci?    —  3)      ..      (x    —    3) 

/?  .  .     X     r^ 


+ 

-I- 


.  .]    =    L  b  .  .  k    —    —  L=  b  ..  k,  wo   L3  b  ..  k 

cc 

eine    nach    den    Quadraten    der    natürlichen  Zahlen 

steigende  Leibrente    iür    die    Verbindung  unter  den 

Personen  vom  Alter  b  .  .   k  bedeutet. 

(g— x)CJ— X)..  (x-x)  xdx 

Anm.  I,      Die  Fcraael  / • 

u  ß      •  '        ^  1'' 

giebt  zwar  auch  den  Werth  einer  steigenden  Verhindungsrente. 
Diese  letzte    Rente    stci^jt    abar    niclit  im  Anfarge  jedes  Jahrs 
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um    I,  sondern  fängt  im  ersten  Jahre  an    mit  o  und  steigt  con- 
tinuirlich    bis     i,  im     zweiten    Jahre  -wachst   sie  conti niiirlich 

(u — x)   {ß — X)  ..  (>{ — X)   X  cl  X 

von  Ibis  2  etc.   Uebri^ens  ist/ '■ ' 

u  ß     .  .        X  rx 

I  X  d  X  ,_,        X'  d  X 


aß  .  .  ü  r^  rx 

xm  f  I  d  X 
r   . ),  wo  r,  Q,  R  etc.  die  schon  angegebene  Be- 

X  d  X  x=  d  X 


dcutivng  haben,    und   die  Integrale  / ,    J^ 

etc.  nach  §.  4^  gefunden  werden,  wenn  nach  der  Integration 
X  m  x>  d»  ^'  der  kleinsten  Altersergänzung  gleich,  gesetzt 
wild, 

Anm.     2,       Aus    dem    Vorhergehenden  hat    man     auch 

A  am    =    X  am— t L  a"^— ^  >   jmglcichen   X  am  :i: 


ni  TT 


71 


X  am — 1  ,     Hieraus  ergiebt  sich     L  am     i    


(«   t  m  tt)   A  am— I    —    TT  a ,     also    auch  L  am  :=.    («    f 


ni  "f"    I  .  tt)     A  am  —  TT«.      Wenn  man  aber  in    X  am    __-. 


X  am— 1- L  am— I  ,  anstatt    A  am— i    setzt 


a 


Cm  —   i)  n  T 

X  am— 2,  so   erhSlt  man  -Li  am— i  3: 


TT    C^n   ^am — I    —   m —  l.Xam— 2),    also  auch   L  am  


3T  (m  t  I  Xam  _  m  A  am— 1  ).  (Yergl.  §.  1G2).  Die- 
se Formeln  gelten  jedoch  nur  für  ("lic  Vevbinduugsren,  mi  nach 
der  Hypothese;  in  augenblickUchen   Terminen   zahlbar- 
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Für  jede  Sterhensordniing  wird  die  nach  der 
Ordnung  der  natürliclien  Zahlen  steigende  Verbin- 
dungsrente, auf  ganze  Jahre  gerechnet,  aus  der  ein- 
lachen Verbindungsrente  folgendermaafsen  gefunden« 


Es  ist  diese  steigende  Verbindungsrente  oder  L  ab..k 

AB  ..  K  r         ^  A  B  . .  K  r2  "^ 

3.A1B-J  ..  Kl 


AB  ..  K  r* 


-f-  ..  folglich  (r  —  I)  L  ab..k  = 


ASBi..KS        a.A-^B^  ..  K-         3.AiBi  ..  Kl 
Aß  .  .  K    ^       ABTTK^r       ^     A  ß  . .  K  r^ 


A^B^  ..  Ki  2.A^B^  ..  Ki 


AB..  K  r  A  B  ..  K  r^ 

AB..  K     A(AB..K)     2AiBi..K^         2ACAiB?-..K^> 


"AB..  K       AB..K    '    Aß..K  r  AB  . .  K  r 


Ax  ßi  . .  K^  \' 

\ 
J 


Aß  ..  K  r 


"\ 


r     B.A"  B^  ..  K2  3.A  (A-ßi  . .  K^) 

'  '       AB  .  .  K  r"*"  A~B  ..  Kr«  ^  '  * 


2.A=  B^  ..  Ks 
*  Aß  ..  K  r* 


A'  B^  . .  K^  AI  B-ä    .  .    K^ 

=  I  +  -TIS — ^rz—  + 


+   ••- 


AB.  .Kr  '  AB..Kr= 

A  (AB  . .  K)  2  .  A  (A^^  B^   .  .  K^) 


Aß  .  .   K  Aß   ..  K  r 

3.ACA^ß=-  ..  K^) 


Aß..Kr^  -..=  !+  Xab..k 
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-  P  — r-f, — .     FolelicU    erhält  man 


Lab..k    =   p    (i-|-    Aab..k  — 
,,       A    CA2  B5i    .  .    K2) 
P AB  ..  K  ro  ^*     t^^^gl^^^^^^  §•  §•  83 

und    158). 

Anm,      Um    fi   - 


A    (A^  B2    .  .    K^) 
A  ß      .    .     K  r° 

A    (AB    .  .   K) 


unmittelbar  zu    finden,    miifste   man  „ 

AB  ,.  K 

A  (A^Bi  ..  KS)  A    (A^Ba    ..    K?) 


A  B  . .  K  r  A  B    .  .    K  r2 

etc.  bis  zur  Altersergänzung  der  ältsten  Person  berecfinen, 
dann  diese  Zahlen  von  unten  an  summiren,  und  zuletzt  dia 
Summe    der  Summen  suclien.     Auch    könnte  man 

A    (A^B^  ..  K^) 

f^" — •     auf  die  näm'Iiche  Weise,  wie 

■^  A  B  . .  K  r» 

A   (A^B^) 

oben  $.  i58  für /■- gezejgt  ist,  aus  kleinem 

^  A  B  r° 

Theilen  zusammensetzen«  Indefsen  werden  der  Theile  dann 
auch  mehr,  und  die  Operationen  werden  vervielfältigt»  Ab- 
gex-echnet,  dafs  man  hiebey  leichter  einen  Fehler  begehen  kann,' 
wird  das  Resultat  am  Ende,  da  vielleicht  jedes  Stück  wegen 
der  Decimaltheile  etwas  zu  grofs  oder  etwas  zu  klein  ist,  we- 
niger zuverläfsig,  und  die  Arbeit  nimmt  vielleicht  eben  so  viel 

A  (A^  B2  .  .  K^) 

Zeit  weg,  als-  wenn  man   f^ 7—,- — r * 

•'  A  B    .  .    K    r*' 

unmittelbar  sucht.  Indefsen  möchte  es  wohl  noch  mehr  vor- 
zuziehen seyn,  diese    steigenden    Verbindungsrenten  nach   der 

AiBi    ..    KJ- 

Grundformel  L  üb  «  .  k  ZU  ~—-   .    „ ,^ -!-• 

A  B     ,  ,     K  r  ' 
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2    A2B=    ..    Ki 


+    .  ♦  auf   eine  ähnliche  Weise,  wio 
A  B  .  .   K  r2  ' 

f)ben  §,  244    Anm,   2.  in  Anseliung  der  unverändei-lichcn  Ver- 
bindungsrenten angeführt  worden,  zu  berechnen. 


^.  252. 
A'^B^  ..  Ki  2  A^B5  ..   K^ 


Noch  Ist  — -— -  4- 


AB..Kr       '  AB..Kr2 

3  AI  B^  . .  K^  __  (A  —  A  A)  Bi  . .  Ki 

"^      AB  . .  K  r^      "^  "  AB  ..  K  r 

2    ( A    —    A  A    —   A  A^ )    B2    .  .    K^ 
+     — 


AB     .  .     K     r2 
,  3    (A    -    AA    —    AA^    -    AA^) 

Bl  . .  K^  Bi  .  .  Ki         2   B^  .  .  Kä 

B  ..  K  r»         r  "  —  ^ß  ^^  j^r     +    B  .  .  K  r* 

3  BX  . .  Ki  A  A     ,   BS  . .  K^ 


B  . .  K  r*  '       ^  A       ^    B  .  .  K  r 

2  B5  .  .  K^        ,         3   Bi  . .  Kl 

~         B..Kr=        ^  B..Kri'^ 

A  AS            2  B=  .  .  K2  3    Bi   .  .    Kl 

( S F-T^ f- 


A         ^      B  ..  K  r2  '  B  ..  K  r' 

+  ..)-         AA^  3B...K._  . 

^^  A  ^B..Kr'  nr^ 

^                    B^  . .  K^        ,  2    B^    . .  K5 

JJa    nun    — ■ —  -4-. 

T8  l'    X,  T^ 


B  . .  K  r         '  B  . .  K  r^ 

+   . .    =   L  b    . .    k ,   ferner  — '-^ —     4- 

B  . .  K  r*  * 
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+  •  •  — 


ß  ..  K  r*  '  B     .  .     K  r 


[X  (bt  I)..  (k  t  I)  -fL  (b  t  I)  ..   (k  t  O], 

^      f  11           3  Bl  . .  K^  4    B4  .  .  K4 

ebenialls — — [- 


B  ..  K  r»  '  ß    .  .    K  r-= 

B=    ..    K? 


+  ••  =     ■     B  .  .  K  r3~     1^'-^  ^^"^^^  ••  ^^"^2^  + 


L  (b  t  2)  . .  (k  t  2)  ]    etc.,    so    ist   L  ab ..  k    = 

L  b  ..  k  --  —  L  b  . .  k -—  . -—     X 

A  AB..  Kr 


[X  (b  t  I)   ..   (k  t  1)   +   L  (bfi)  ..   (k-M)] 
A  A=  B2  .  .  K^ 


ß  ..  K  r- 


[2A(bt2)  ..  (kt2) 


-}-  L  (b  t  2)  . .  (k  t  2)]  —  .  .?  wonach  die  steigen- 
de Verbinduiigsrente  auf  eine  ähnliche  Art  wie  die 
.einfache  zusammengesetzt  werden   kann, 

Anm,      Wenn  die  Decremente  gleich,    nämlich  jedes  ZZ 

1 
,  sind,  so  verwandelt  sich  die  oben  angegebene  Formel  in 


L  ab  .  .  k  ZZ  L  b  .  .  k  —     —  L^   b  .  ,  k,  die  bereits  vor- 

u 

her  §,  a5o  angeführt  worden. 


J.  253. 

Soll  eine  unveränderliche  Verhinilungsrente  um 
n  Jahrs  aufgeschohen  werden,  so  fallen  in  der  vor- 
hin §.  243  angeführten  Reihe  die  ersten  n  Glieder 
weg,  und  der  baare  Werth  dieser  Rente,    auf  ganze 
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n+i  nf  1  nfi 

,  .  A B ..K-- 

Jahre  gerechnet,  ist  =  — r-=r ,7 ;; 

°  A  B  . .    K  rn  t  1 

n-j-3         nf2  nf2 

A B . .  K- 


+     T-= -= ; +    .  .       Nun    ist 

'  AB  ..  K  rnfa  ^ 


nfi  nfi  nfi 

A •  B .   .      K 


AB     .  .     K  m  t  1 

nf2  nf2  nfa 

A B .  .     K 

Ä'B     .  .     K  rnf^ 


+ 


+  ..  = 


n        n  n  n+i  nfi  "fi 

A—  B—  . .  K—  A B .  .     K 


AB   . .  K  ni     .  n        n  u 

A—  B—    .  .     K—  r 

nfa        it{-2  iif2 

A B ..  K 

+ +  .0  = 

n         n  11 

A—  B—     .  .     K—  r= 

n       n  u 

A— B-  ..  K— 


A  B  .  .  K  rn         ^  ^^  "^  "^    (b  t  n)  .  .   Ck  f  n). 
Wenn  man  also  die  um  n  Jahre  aufgeschobene  Ver- 


'n  t  1 


bindungsrente    mit     7;  a  b  . .  k'         bezeichnet,  so  ist 

11         n  11 

-.'n  1 1  A—  B—     .  .     K  — 


X  a  b  . .   IC  =:  7-^ TP X 

A  B     .  .     K  rn 


h  (a  t  n)    (b  t  n)  .  .  (k  f  n).     (Vergl.  §.    156). 

Anm,      Die  Verbindungsrente  für  die  Personen  Yom  Alter 


a  t  n,  b   f  n   .  .   k  t  n  ist  m  X  la  t  n)    (b  f  n)    .  .    (k   f  n),- 


und  ihr  jetzi^'er  Werth  ZU  ^  (afn)    (bf  n)  ,  .    (kfn), 

U.  ^''  V 
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Die  Wahrsclicinliclikelt  aber,   dafs  die  ungelrennte  Verijindung 
unter  den  'Personen  vom    Aller  a,    )>  , ,   k     am  Ende  des  nlen 

n         n  n 

A—  B—  . .  K— 

Jahrs  noch  bestehe,  ist  —  — — ;  folglich  ist 

% .       ,"  A  h  .  .  n 

auch  hienach  der  Wertli  der  um  n  Jahre    anfgeschohenen  Ver- 
bindungsrente    für    die   letztgedachten    Personen   ZZ 


A"  B—  . .  K— 


XBTTK'nr'     ^  ^'  "^  "^  ^^'  t  n)  . .  CM  "> 


$.  254. 

Wenn  die  T^erhüuhmgsrcjite  unter  m  Fersonen 
mit  dem  nteii  Jahre  aufhören  sollte,  so  müfste  man 
von  dem  gegenwärtigen  Werthe  der  vollen  Ver- 
bindungsrente  den  gegenwärtigen  "Werth  der  um  n- 
Jalne  aufgeschobenen  Verbindungsrente  abziehen. 
Bezeichnet  man  also  allgemein  die  am  Ende  des 
nten   Jahrs    aufhörende    Verbindungsrente    mit 

K  ab  . .  k      ,  so  ist  X  a b  . .  \C       =  A  ab  . .  k'  — 


;n  t  1 


A  ab  ..  k^  .  Beide  Reuten  zusammengenommen, 
nämlich    die    mit    dem    nten  Jahre  aufhörende  und 

die  mit  dem  n  f  Iten  anfangende,  geben  begreiflich 
wieder  den  gegenwärtigen  Werth  der  vollen  Ver- 
bindungsrente. 


§.  255. 
Soll  die  Verbindungsrente  um  n  Jahre    aufge- 
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schoben  seyn   und  zugleich   nach  n  f  m  Jahren  wie- 
der aufhören,    so    sucht   man    die    um  n  Jahre,  im- 


gleichen  die  um  n  f  m  Jahre  aufgeschobene  Ver- 
bindungsrente für  die  gegebenen  Personen  und  zieht 
von  der  erstem  die  letztere  ab,  wo  dann  die  Dif- 
ferenz den  gesuchten  Werth  giebt,  welcIiGs  aus  dem 
Vorhergehenden  von  selbst  folgt. 


§.  256. 

Wenn  die  nach  der  Ordnung  der  natürlichen 
Zahlen  steigende  Verhindungsrente  um  n  Jahre 
auf  gescholten  yvexAensoilf  so  findet  man  den  Wertli 
derselben  auf  eine  ähnliche  Art  wie  in  den  §.  §. 
163  und  164  angegeben  ist.  Falls  nämlich  diese 
Rente  im  n  •}♦  Iten  Jahre  mit  l  anfangen  und  jähr- 
lich um    I  steigen  soll,   so    ist   ihr  baarer  Werth  = 

nfi     nfi  n+i 

t  A E .  .  K 

ABC  ..  K  ^  rnfi  + 

nfa    nfa    nfa  nfa 

i.A B C .  .  K 

^— ., „.^  jr    _\   —^ 

rn  f  2  "^  *  *'' 

^   n   n       n     n+i    nfi    nfi       n+i 

A— B— C-  ..  K—  A— -B C ..  K-- 

A  B  C  .  .  K  rn  u    n   n       n 

A-B-C—  ..  K—  r 

nfa   11+3    nfa        n+2 

2,A B C ..  K 

^  ^— 1-  ..)  ^ 

11   n    n       n  '    '' 

A— B— C—  ..  K—  r= 

P  a 
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A— B— C—  .  .  Ii 


ABC  ..Km         ^  ^^^"^  ^^^"^"^  ^^t'i)  ••  (I^t'O. 

Wenn  aber  die  Rente  im  n  f  iten  Jahre  mit 
n  t  I  anfangen  sollte,  so  bestände  sie  aus  n  aufge- 
schobenen unveränderlichen,  jede  mit  i  Rthlr.  zu 
zahlenden,  Verbinduns-srenten,  und  einer  aufsescho- 
benen,  mit  l  anfangenden  nach  der  Ordnung  der 
natürlichen  Zahlen  steigenden,  Verbiudungsrente. 
Folglich  wäre  daim  der  Werth  der  Rente  = 
11        n        n  n 

A—  B—  C—  . .  K - 


ABC  ..  kT^T"  ^"-^  '^^''tn)  C't")  (cf  n)  ..  (kfu) 
4^'  'L  (a  t  n)    Cb  t  n)    (e  t  i«)    -.     (^  t  ")   ]• 


§.  257. 

Falls  die  steigende  Verbindungsrente  mit  dem 
Ablanle  des  nten  Jahrs  auihören  sollte,  so  müfsteman 
von  dem  gegenwärtigen  Werthe  der  vollen  steigen- 
den   Verbindungsrente    den    baaren   Werth   der  um 

n  Jahre  aufgeschobenen,  im  n  f  Iten  Jahre  mit 
n  f  I  anfangenden  und  jährl.  mit  I  steigenden,  Ver- 
biudungsrente abziehen,   d.  h.,  es   wäre   der    gesuch- 

n       Ol    ■    n  n 

^KT     .  .   - — A— B-C— ..  K— 

te  Werth  =:  L   a  b  c  . .  k  —  ■ =r^^ X 

''""'••  ^  .1        :•  A  B  G  .  .  K  rn     ^ 


[n.X  (a  t  n)    (b  f  n)    (c    f   n)    ..     (k   f  n)     -f 


L   (a    t    lO  (!)    t    ")    (c    t    ")   ..   Ck    t    h)  ]. 
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§.  258. 

Sollte  auch  die  steigeude  Rente  mit  dem  nflteu 

Jahre  aufaiisen  und  mit  dem  n  f  mten  Jahre  auf- 
hören, so  suchte  man  den  Werth  der  um  n  so  vv^ie 
der  um  n  f  m  Jahre  aufgeschobenen  Verbindungs- 
rente und  zöge  den  letzteren  von  dem  ersteren  ab, 
wo  dann  der  Unterschied  die  gesuchte  Rente  giebt. 
Da[s  hiebey  zu' beobachten,   ob  die  Rente  im  Jahre 


n  j-  I  mit  I  oder  mit  n  f  I  anfange  ,  und  danach 
der  Werth  der  aufgeschobenen  Verbindungsrente 
zu  bestimmen  sey,  ergiebt    sich  von  selbst, 

Anm,  Was  übi-igeus  den  Gebrauch  der  Verbindungsren- 
ten betrifft,  so  bemerke  ich  noch,  dafs  sie  nicht  nur  da,  wo 
melirere  Personen  gemeinschaftlich  eine  Rente  beziehen,  im- 
gleichen  als  unentbehrliches  Hülfsmittcl  bey  allen  Ueberlubens- 
renten,  Renten  auf  das  längste  Leben  und  Anwartscliaftcu  un- 
ter mehreren  Personen,  sondern  überhaupt  da  anzuwenden 
sind,  wo  die  Rente  von  dem  Leben  zweier  oder  mehrerer  Per- 
sonen abhängt.  So  ist  z,  B»  der  Werth  der  Rente,  die  A 
•während  seines  Lebens  an  F  bezahlen  soll,  so  lange  er  lebt, 
oder  an  F  und  G,  so  lange  sie  zusammenleben,  der  Werth  ei- 
ner Verbindungsrente  im  ersten  Falle  für  A  F,  im  letztern 
Falle  für  A  F  G.  Sollte  dagegen  A  während  seines  Lebens 
eine  Rente  an  F  G  bezahlen,  so  lange  irgend  einer  von  ihnen 
lebt,  so  wäre  dies  eine  Rente  auf  die  längste  Verbindung  nach 
2  unter  den  drey  Personen,  Avorln  A  enthalten  ist,  wovon  ini 
achten  Kajiitel   gehandelt  wird. 


Q.30  Vierter  Absc  hnitt. 

Siebentes     Kapitel. 

Von 

Ueherlehensr  eilten 

unter    mehreren   Personen. 


§•  259. 
Eine  Ueberlebensrente  soll  hier  allgemein  eine 
Rente  heifsen,  welche,  wenn  anfänglich  eine  Ver- 
bindung der  Personen  nach  m  existirt,  irgend  ein 
Verein  von  ni  —  u  Personen,  so  ilange  sie  alle 
zusammenleben,  nach  dem  Tode  der  übrigen  u,  folg- 
lich nachdem  die  letzte  derselben  gestorben  ist,  oder 
auch  eine  einzelne  Person,  nach  dem  Tode  aller 
übrigen  anfänglichenMitverbundenen,  geniefst.  Wenn 
z.  B.  anfänglich  drey  Personen  verbunden  sind  und 
zuerst  das  Ueberleben  collcctiv  genommen  wird,  so 
kann  also  gefragt  werden  nach  der  Lebens  -  Rente 
für  zwey  Personen  so  lange  sie  zusammenleben, 
nachdem  die  eine  Person  abgegangen  ist,  und  nach 
der  Lebens-Rente  einer  einzelnen  Person,  nachdem 
die    andern    beiden    verstorbeu    sind. 


;  §.  260. 

Wenn  nun  anfänglich  m  Personen  von  gleichem 
Alter  a  verbunden  wären  und  nach  der  Hypothese 
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7'oni  gleichmäj'sigen  Ahsterhen  gerechnet,  auch  che 
Renten  in  augenblickhchen  Terminen  bezahlt  wer- 
den sollten,  so  wäre  der  baare  Werth  der  Ueberle- 
bensrente  für  die  Verbindung  vom  Exponenten  m — u 
(a  —  x)iii — u  XU  dx  XU  -  d'r'" ' 

t(iu  rx  ^      «u        rx 

m — u       XU  1 1       dx  m-u.m-u-i       xufa     cl  x 

I       "^     «uf  1        rx       ~        I  .  j  «uf:*    rx 

xin        d  X 

—  ••4-    /  ,  wo  man  also  ni — u  f  l 

-^   -^        am  rx 

Theile  hat.  Das  Integral  eines  jeden  Theds  findet 
man  nach  ^.  40?  und  nach  der  Integration  mufs 
man  x  =  «  setzen,  um  den  Werth  für  das  ganze 
Ueberleben  zu  finden. 

Wäre  also   z.  B.  m  m   3,  und  u  rrr  I,  so  wä- 

/      .  X    dx  x=  d  x 

re    die  Ueberlebensrente  z=z  f ■  — 2/ 

"^     a    rx  -^    a~    rx 

,^x'dx  I  ^  i^  71«, 

+  / 1 =  {n^   (I )  -  ■ 3 

ß*    rx  «  r«  r« 

2  I  7ra*i"2  7r^« 

-  -^  [271»    (I ) ■ ] 

«  r«  r« 

,  I  I  TT«'  i*  3  TT-«"  "f  6  :;i'« 

+        —    [ÖTI^     (I ) ]. 

«*  1«  rcc 


^.  261. 

Sollen  ferner  anfänglich  ni  Personen,  nämlich 
eine  vom  Alter  a,  eine  vom  Alter  b  etc.  bis  k,  verbixn- 
den  und  das  Alter  der  überlebenden  m  —  u  Ferso- 
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nen  a,  b  bis  d  seyn,  so  ist  die  Ueberlebensrente,  nach 

der  Hypothese,   und  am  Ende  des  Jahrs    zahlbar  au 

/     diejenigen   Vereine  vom  Grade  m — u,  die  dann  noch 

u    .  V  ^        r   ("  — ^)  C-^  — ^0  .  .   (^  — ")  n" 

bestehen,— •  / , 

uß..y,  rn 

Wenn  man  nun  die  Summe  aller  ^Verbindungen 
nach  m  —  u  —  l  unter  den  Factoren  a  ß  ,  .  d  mit 
P,  die  Summe  aller  Verbindungen  nach  m  —  u  —  2 
unter  denselben  Zahlen  mit  Q  etc.  bezeichnet,  so 
hat  man  diese  Ueberlebensrente  zzz 


I 

(uß 

nu 
A   r 

P  r    """^'       4- 

uß  ..   it 

'Ol                      — 
•^       rn 

^  -^         rn             ^ 

0  f  ""^' 

-    _ 

"-t3 

nm — 1 

L       1    "^  r 

^  ^       ru 

'          '          "'         rn 

nm 

W 

gänzung  gleich    gesetzt,    und   man  erhält  dann  den 
Werth    eines    jeden    Theils  nach  §.   39. 

Es  ist  jedoch  diese  Formel  unverändert  nur  dann 
anwendbar,  wenn  die  kleinste  Altersergänzung  einer 
der  überlebenden  Personen  zugehörtj  denn  die  Formel 
giebt  den  Werth  nur  bis  zum  Ableben  der  ältsten  Per- 
son. Wenn  aber  die  ältste  der  überlebenden  Personen 
jünger  ist  als  die  ältste  der  zu  überlebenden,  so  giebt 
es  noch  Vereine  der  m  —  u  Personen  über  die 
Zeit  hinaus,  woravif  hier  gerechnet  wird,  und  dar- 
über mul's  noch  eine  besondre  Rechnung  angestellt 
werben,  ._(Vergl.  $.  221).     Eben  daher  ist  es  auch 


Von  Rent.  etc.  auf  mehr.  Leben.  «233 

zuträglicher,  die  Ueberlebensrente  nach  der  im  fol- 
genden §.  angeführten  allgemeinen  Formel  zu  be- 
stimmen. 


§.  262. 

Wird  im  Allgemeinen,  nach  jeder  Sterhenssord- 
nung  ohne  Unterschied,  bey  einer  anfänglichen  Vor- 
bindung der  Personen  von  den  Altern  a,  b,  c,  d, 
f,  g,  h,  nämlich  einer  einzigen  Person  von  jedem 
Alter,  die  am  Ende  des  Jahrs  zahlbare  Ueberlebens- 
rente für  die  verbundenen  Personen  vom  Alter  a, 
b,  c,  d,  (das  ist  die  Rente,  die  nach  dem  Abgan- 
ge aller  übrigen  Personen  an  die  dann  noch  beste- 
henden Vereine  aus  A  B  C  D  bezalilt  werden  soll) 
gesucht,  und  ist  die  anfängliche  Anzahl  der  Verei- 
ne aus  denselben  Personen  zr:  A  B  C  D  F  G  H,  so 
ist  der  gegenwärtige  Werth  der  am  Ende  des  nten 
Jahrs  zahlbaren  Rentensumme,  über  alle  anfängli- 
che Vereine   »ertheilt,  = 

n         n        n  n  n  ii  xi 

A— B— C— D-  (F  — F— )  (G  — G— )  <H  —  H— ) 
A  B  C  D  F  G  H  ^^  ' 

und  der  jetzige  Werth  der  Ueberlebensrente  ist   =: 
n        n        n         n  Tn  u  ii 

/•  A— B— C~D— CF— F— )  (G— G— )  (H— H— ) 
^  ABCDFGH  rn  ' 

wo  die  Reihe  so  lange  fortgeht,  bis  n  der  kleinsten 
Altersergänzung  unter  den  überlebenden  Personen 
gleich  wird.  Wenn  man  diesen  Ausdruck  auf  eine 
ähnliche  V\'eise,  wie  im  §.  222  gezeigt    worden,  in 
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seine  Tbeile)  auflöset,    so  erhält  man   die  Ueberlebens- 


rente  =  / 

r 

/ 


11  n  n  n 

A—   B—     C—    D— 


A  B   C  D     ru 

11  n  n  n  n 

A—  B—  C—  D-  F- 


/ 
/ 

/ 


A  B  C  D  F     rn 

n  n  nun 

A—  B-  C—  D—  G— 


AB  CDG     ru 

n  n  n  n  n 

A—  B—  C—  D—  H— 

A  B  C  D  H     rn 

n  n  n  n  'n  n 

A—  B—  C—  D—  F—   G— 

AB  C  D  F  G     T^^ 

nun  n  n  n 

A—  B—  C—  D—  F—  H— 

ä'b  c  d  f  h  "7i^ 

11  n  n  n  n  n 

A—  B—   C—  D-  G—  H— 


}      + 


/ 


A  B  C  D  G  H     ru 

n  n  n  n  n 

A—   B—    C—    D—   F—    G 


H- 


A  B  C  D  F  G  H     ru 


;.  a  b  c  d  —  (X  a  h  c  d  f  -}-  A  a  b  c  d  g  -|-  ^  ab  c  d  li) 


+  C;i  a  b  c  d  f  g  -}-  X  a  b  c  d  f  h  4-  X  a  b  c  d  g  h)  — 


X  abcdf  ff  h. 


Wenn  man  ferner  diejenigen  Theile,  welche 
gleich  viel  Dimensionen  haben,  in  ein  einziges  Glied 
zusammenfafst,  so  ist  hier  das  erste  Glied  die  \  er- 
bindnngsrente  für  die  vier    überlebenden    Personen 
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A  B  C  D  ;  das  zweite  Glied  ist  die  Summe  der  Ver- 
biridungsrenten  für  die  gedachten  vier  Personen 
zusammengenommen  mit  je  einer  der  drey  andern 
zu  überlebenden,  das  dritte  Glied  ist  die  Summe  der 
Verbindungsrenten  für  die  nämlichen  vier  Personen 
zusammengenommen  mit  je  zwey  der  drey  zu  über- 
lebenden; Personen,  so  wie  das  letzte  Glied  die  Ver- 
bindungsrente für  alle  sieben  Personen  zusammen- 
genommen ist,  wobey  übrigens  die  Zeichen  der  Glie- 
der abwechseln.  Bezeichnet  man  nun  die  Verbin- 
dungsrente   für    die   bestimmten    vier  Personen  mit 

X  IV,  die  Verbindungsrente  für  diese  vier  Personen 
mit  je  einer  oder  je  zwey  etc.  der  übrigen  Personen 


mit  X  IV.I  oder  l  IV. II  etc.,    imgleichen  die  Sum- 


men dieser  Verbindungsrenten  mit  S .  l  IV  .  I  > 
5  .  l  IV. II  etc.,  so  kann  man  die  vorhergehende 
Formel  auch  ausdrucken  durch  'K  IV  —   S .  l  IV.I 


-f-  5.x  IV.II  —  ;i  IV.III. 

Es  ergiebt  sich  auch  aus  §.  222?  dafs  dafselbe  Ge- 
setz für  die  Ueberlebensrenten  aller  Grade  gelte, 
und  dafs,  wenn  anfänglich  eine  Verbindung  von  m 
Personen  existirt  und  dieser  Verein  mit  M,  ferner 
die  Verbindungsrente  für  die  bestimmten  m  —  u 
oder  n  Personen  mit  X  N,  die  Verbiudungsrente  für 
diese    nämlichen    n    Personen     zusammengenommen 

mit  irgend  einer  der  andern  u  Personen  mit  A  N.l, 
und  überhaupt  die  Verbindungsrente  für  das  Zu- 
sammenleben derselben  n  Personen  mit  je  x  Personen 
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vinter    den    übrigen    u  mit    X  N.X,    imgleichen    die 

Summen    dieser    Verbindungsrenten  mit  5  .  K  N  .  1, 

iS.X  N.X  etc.  bezeichnet  werden,    die    Ueberlebens- 
rente  für  die  n  Personen  allgemein  sey   :=.    X  N  — 

5 . A  nTi  -}-  5 .  ^  WÄi  —  s.x  nTiTi  +  .  .  + 


S.X  N.CU  —  1)  4-  XM. 

§.  263. 

Wenn   also  bey    der    anfänglichen    Verbindung 
von  A  B  die  Ueberlebensrente  von  A  gesucht  wird, 

so  ist  sie  hienach  =r  Aa  —  ?;  a  b.  (§.    166). 

Besteht    die    anfängliche    Verbindung  aus   drey 
Personen  ABC,   so  ist  die  Ueberlebensrente  für  die 

beiden  verbundenen  Personen  AB  =  A  ab  —  K  abc, 
die  Ueberlebensrente  für  die    eine    Person    A    nach 

dem  Tode  der    beiden    andern    z^z  X  a  —  (A  ab  -j- 

A  a  c)  -|-    A  a  b  c. 

Sind  anfänglich  vier  Personen  A  B  C  D  verbun- 
den, so  ist  die  Ueberlebensrente  des  Vereins  ABC  zrr 

X  abc  —  X  abcd,  die  Ueberlebensrente  der  zwey 
verbundenen  Personen  AB  nach  dem  Tode  der  bei- 
den   andern    z=^    Aab  —  (Aabc    -{-  [X   abd)    -j~ 


X  abcd,    endlich     die    Ueberlebensrente   der  einen 
Person  A   nach  dem  Ableben   der  drey  übrigen    = 
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A  a  —  (A  a  b  -j-  A  a  c  -j-  A  a  d)  -|-  (A  abc  4-    A  abd 
-^  A  a  c  d)    —    A  a  b  c  d  etc. 

§.  264. 

Wenn  die  Ueberlebensrente  nicht  blofs  auf  gan- 
ze Jahre,  sondern  auf  alle  Theile  des  Jahrs,  berech- 
net -werden  sollte,  so  müfste  man,  in  Uebereinstim- 
niung  mit  dem,  was  im  §.  223  in  Ansehung  der 
Ueberlebensdauer  angeführt  worden,  in  der  im  vo- 
rigen §.  angeführten  Formel  anstatt  der  Vei'bindungs- 
renten  avzf  ganze  Jahre  durchgängig  die  vollständi- 
gen Verbindungsrenten  mit  der  Correction  nehmen, 
und  zwar  entweder  in  augenblicklichen  Terminen 
oder  am  Ende  des  Jahrs  zahlbar,  je  nachdem  die 
Ueberlebensrente  entweder  in  augenblicklichen  Ter- 
minen oder  am  Ende  des  Jahrs  bezahlt  werden 
sollte, 

§.  265. 

Soll  das  Ueberleben  disjunctiv  genommen  wer- 
den, also  bey  einer  anfänglichen  Verbindung  von 
m  Personen  eine  derselben  oder  einige  zusammenge- 
nömraen -eine  Ueberlebensrente  geniefsen,  so  bald  ir- 
gend eine  oder  irgend  einige  der  übrigen  todt  sind, 
so  müfsen  die  Renten  für  die  Combinationen,  für 
welche    die    gegebenen    Bedingungen    Statt    finden, 
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zusanamengenommen    werden,    um    den    Werth  der 
gesuchten  Rente  zu  erhalten. 

Wenn  also,  bey  einer  anfänglichen  Verbindung 
von  drey  Personen  A  B  C,  A  die  Rente  haben  soll, 
sobald  irgend  eine  der  beiden  Personen  todt  ist, 
folglich  auch  wenn  sie  beide  gestorben  siiid,  so  ist 
der  gesammte  Werth  der  Ueberlebensrente  rr: 
n  n  n  n         n  n 

A—  B—  rC  —  C— )  .         A—  C—  (B  —  B— ) 


A  B  C     rn  '    ^  A  B  C     rn 

n  n  n 

,^A-(B  -  B-)   cc  -  c-^  — . 

'  ^  ABC     rn 

X  abc  -]-  P.  ac  —  l  abc    -f-    A  a  —  k  ah  —  A  ac  -J" 
Z  abc  m  ^  a  —   X  abc* 

Bestände  die  anfängliche  Verbindung  aus  vier 
Personen  und  sollte  z.  B.  A  die  Rente  beziehen, 
sobald  irgend  zwey  der  andern  Personen  todt  wären, 
so  erhielte  man  den    Werth   rr: 


n  n  n  n 

A—  B—  (C  —  C— )    (D  —  D— ) 


J  ' 

A  B  C  D 

rn 

s 

n 
A— 

C 

n                        n 
-  (B  -   B-) 

(D    - 

D- 

n 

A  B  C  D 

rn 

/■ 

n 
A— 

D 

n                           n 

—  (B  —  B— ; 

)    (C   - 

C 

n 

A  B  C  D 

rn 

r 

A- 

n 
-  (B 

— 

B-)  (C  -  C-)  (D 

— 

n 

D-) 

+ 


A  B  C  D      rn 
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Aa    —    X  ah    -}"^^^^c  —  Aabccl 
—    ^acl    -j-Aacd 


-}-   A  ab   —  l  abc   -{-  A  abccl 
—   A  a  b  d 


4"    Aac    —  Aabc    -f-^^bcd 
—  A  a  c  d 


-}-  ^  ad    —  A  abd    4~^'  abcd 
—  A  a  c  d 


=  A  a  —  (?y  abc  -|-  A  abd  ~\-  l  acd)  -f-  2  A  abcd. 
Sollen  boy  derselben  anfänglichen  Verbindung 
A  und  B  zusammeu  die  Rente  geniefsen,  sobald  ir- 
gend eine  der  beiden  andern  Personen  todt  ist,  so 
wäre  der  Werth  der  Rente  =r 
n  n  n 

A—    B—    C—    (D    —   1.      ^ 

-^  A  B  C  D     rn  ~ 

n  n  n  n 

f  A—    B—   D—    (C    -    C— ) 


/ 


n 
A— 

n 
B— 

n 

c— 

(D 

— 

n 

D- 

) 

A 

B  C 

D 

rn 

n 
A 

n 
B— 

n 

D— 

-    (C 

— 

n 

c- 

-) 

A 

B  C 

D 

rn 

A- 

n           n 
—   B— 

-   (C 

n 

-  C-) 

(D 

— 

D- 

n 

ABCD     rn 


Aab    —    Aabc    —    Aabd    -f-    ^-aiicd 

+    ^abc  —   \abcd 

-j-    Aabd    —   A   a  ]:>  c  d 

jig-aagrflgiBi  flHBtti 

=  A  a  b   — •    A  a  b  c  d. 
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Anm,  Wenn  die  Uelierlebensrente  für  eine  Pei-son  oder 
einige  Personen  zusammengenommen  gesucht  wird,  anf  den 
Fall,  dafs  irgend  eine  der  anfanglich  verbundenen  m  Personen 
abgeht,  so  tritt  der  Fall  der  Hebung  ein,  sobald  die  Verbin- 
dung nach  m  aufhört,  falls  dann  die  eine  oder  diejenigen  Per- 
sonen zusammen  noch  leben,  welche  die  Rente  beziehen  sol- 
len.     Wenn   also  die  Verbindungsrente  für  die  m  Personen  Z^ 


A  a  b  c  d  .  .    k    ist  und  die  Person  A  unter   der  vorgedachten 
Bedingung    die    Rente    geniefseu    soll,    so    ist  der  Werth 


Aa  —  /L   abcd..k.       Sollten    die   vier  Personen  A  B  C  D 
zusammen  die  Rente  unter  der  angegebenen  Bedingung  haben, 


so    wäre    ihr    Werth    '  ;iabcd  —  x^^cd  .«k.      Wenn 

aber  mehrere  Personen  abgehen  sollen,  ehe  die  Rente  bezahlt 
wird,  so  wird  der  Ausdruck  für  die  letztere  mehr  zuscmmenge-; 
setzt,  wie  auch  aus  den  angeführten  Beispielen    zu  ersehen» 


§.  266. 

Auf  eine  äluiliche  Art  müfste  man,  wenn  die 
Beclinounsen  noch  mehr  zusammengesetzt  sevn  soll- 
ten,  wenn  z.  B.  eine  oder  einige  Personen,  so  lange 
sie  mit  einer  oder  einigen  zusammenleben,  nach  dem 
Tode  einer  oder  einiger  unter  den  übrigen  die  Ren- 
te haben  sollten,  den  Werth  suchen. 

Wenn  z.  B.  bey  einer  anfänglichen  Verbindung 
von  drey  Personen,  A  nach  dem  Tode  irgend  einer 
der  übrigen  die  Rente  geniefsen  sollte,  so  lange  er 
mit  der    dritten  zusammenlebt,   so  wäre  der    Werth 

n         n  n 

A—  B—  (C    —    C— ) 

der     Rente     =    / ir~B"7^ " 

^  A  B  C»     rn 
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_i_  r    A— C-  (B-B— )  _.  — 

-j-Aac  —  Aabc  r^z  Aab-{-Aac  —    2Aabc, 

Soll    bey    einer    anfänglichen  Verbindung  .von 
vier  Personen    A    die  Rente  haben   nach    dem  Tode 
irgend  einer  Persoh,  solange  er  mit  den   andern  bei- 
den zusammenlebt,  so  ist  der    Werth    = 
Tt  n  n  n 

A—    B—   C— _  (D    -  D— ) 
■^  A  b"C  D     rn  "^ 

nun  n 

A—  B—  D—  (G  -  C— ) 
J  A  B  C  D     rn  '^ 

n  n  n  n 

A—    C—    D—    (B    —  B— )  _ 

^  A  B  C  D     rT  "*** 

"K  abc  -f~  X  abd  -|"  ^  ^cd    —     3   A,  abcd* 

Falls  bey  derselben  anfänglichen  Verbindung  A 
die  Rente  haben  sollte,  sobald  irgend  eine  der  an- 
dern Personen  gestorben,  so  lange  er  selbst  mit  ir- 
gend einer  zusammenlebt,  so  wäre  der  Werth  der* 

n  n  n  n 

^     .  ^       A—  B—  C—  (D  —  D— ) 


f - ^ ^ ^.^  -    ^     ' + 


-nie    j    - 

ABCD     rn 

n 

A— 

u             n                                   n 

B       D       (C    —    C     ) 

ABCD     rn 

n 

A— 

n            n                                ti 

C—    D-   (B    —    B— ) 

^  A  B  C  D     rn  "^ 

11.  O 
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/ 
/ 

-^  A  B  C  ]D     rn 


n 

A- 

n 

B- 

(C  - 

-  C~)  CD  - 

D- 

+ 

A  B 

C  D     rn 

n 

A— 

n 

c— 

(B  - 

-  B-)  (D  - 

r 

D- 

1 

+ 

A  B 

C  D     rn 

n 

A— 

n 

D- 

■    (B 

-    B-;    (C 

— 

n 

c- 

) 

—     Xab     —     Aabc     -\-     Xabcd 


—     A    a  b  d 


•^     Aac     —     Aabc     -\-     Aabcd 


l  a  c  d 


-j-     Xad     —     Xabd     4~     Aabcd 


A   a  c  d 


-\-     Aabc     —     Aabcd 


+     Aabd     —     Aabcd 
-\-     X   a  c  d     —     X  a  b  c  d 


inz  l  ab-|-^  ac  -j"^  ^^  —  ^  abc  —   Aabd  — 


A  a  c  d. 

AVeiiii  endlich  A  nach  dem  Tode  von  irgend 
ZWey  Personen  eine  Rente  beziehen  sollte,  so  lange 
er  mit   der  dritten    Person    zusammenlebt,    so    hätte 

n         n  n  n 

,     ^^r     ,  A-B— (C  — C-)  (D  — D-) 

man  den  AVerth  =  f — =r-7^— ?=;: "" 

^  A   B  C  D     ru 


+  /■ 
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n  n  n  n 

A—  C—  (B  —  B— )  (D  —  D— ) 
"  A  B  C  D  "7n 


.  A—  D—    (B  -  B— )   (C  -  C— )        _ 

"^^  ABGDrn  ~ 

Xab     — ^     A.abc     —     Aabd     -|~     Aabcd 
-f-     Xac      —     Xabc     —     ?>.acd     -|~      ^-abcd 


-j-      ^ad     —     iabd      —      ^vucd      -f-      Aabcd 

^^^^^_^^___|_LBJBIWL1IIII^IJIIM1WIW1I1II»II   ■—■lllllllll—   Hill III ■■■■■■■  II IUI  liMIIIHUixiMUJJMlII 

r=:  X  ab  +  ^  SC  +  ^  ^"^^  —  2  (^  abc  -f-  A  abd  -{* 


h  acd)  +  3  A  abcd. 

Anm,  Das  disjunctive  Ueberleben  ist  oft  das  Ueberleberi 
einer  längsten  Verbindung,  wovon  weiter  unten  gehandelt  wer- 
den wird;  so  ist  z,  B.  in  dem  zuletzt  angeführten  Falle  die 
Rente  für  das  Ueberleben  der  längsten  Verbindung  zu  awey, 
worin  A  enthalter  ist,  zu  suclien.  Es  lafsen  sich  aber  niclit 
alle  Aufgaben  dieser  Art  auf  das  Ueberleben  längster  Verbin- 
dungen zurückführen,      (VergU  5.  224). 

§.  267. 

Soll  die  Ueberlebensrente  um  n  Jabre  aufge- 
schoben werden,  so  fallen  die  Renten  für  die  ersten 
n  Jahre  weg,  und  die  Zahlung  fängt  mit  dem 
n  -j-  Iten  Jahre  an.  Wenn  also  wieder  die  Ver- 
bindung anfänglich,  wie  im  ^.  262,  aus  den  Perso- 
nen ABCDFGH  bestäudcj  und  die  aufgeschobene 
Ueberlebensrente  für  den  Verein  von  ABCD  ge-« 
sucht    würde ,    so    wäre    ihr    Werth    = 
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/- 


A •  ..  D 


A  .  .  D     rn  t 


r-\ 


n+i  n-fi         nfi  ' 

A ..  D— ^F 

•^  ~A~7T  D  F  ~7H^r 

A ..  D G- — i 


/ 


A  . .  D  G     rn  1 1     I 


+    i 


f 


I 


I 


I      A -_^  D — -H 1 

\  ^      A  TTD  H^  "TnTVj 

n+i  nfi  nfi  nfi  ) 

A . .   D F G 


A    ..    D   F  G     rnfi 

nfi  nfi  nfi  iifi 

A . .    D F H 


!>   - 


A     ..    D  F  H     rnf  1 

nfi  iifi  nf-i  nfi 

A ..    D G H 


/ 


y  A    ..    D    G  H     rnfi 

■,  nf,!      ;.;j^  nti  ni 

A^-^  .  .    D F G- 


-ai Ji V/  »fe;.r:i         „"ti      _  nf i        _  nf i  nfi 


H 


A    ..    D    F    G    H      rnf 


wo  alle  Summen  mit  dem  Jalire  n  -f~  I  auffangen 
und  bis  zur  Altersergänzung  der  allsten  Person  in 
jedem  Theile  fortgehen.     Man  erhält  also  ^qw  Wertli 


A—  ..  D— 
A  .  .  D     rn" 


A   (  a   t   n  )    .  .    (  d   t  n  ) 


A  .  .   D  F   rn 


n  n  n 

A—  . .  D—  G— 


TTTDUTiT-    ^"Cat")   ..   vclfn)   (gfu)     + 
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n  u 

.  D— H— 


A  . .  D  H  rn 

n  u        n 

A— ..D— F— G- 


Uafn)  ..  (dt")   (i^tiO]  + 


^  ~Ä..DFGru    ^'^^^t")  ..  (dt")  atn)  (gta)  + 


A— . .  D-  t — H— 
A  . .  D  FH  rn 


..D— G— H- 


A(atn)..  (cltn)(ftn)(htiO-{- 


A    .  .    D  G  W~T^     ^  ^''"^"^  ••  ^'^"^"''  ^^"^"^  ^^'^"^  ^  ■" 
n  n      n      n       n 

A-..D-F-G-H- -,— 

"TTTD  F  G  H  ru     ^  Cat")-C^^t"}Cft")C§tiOa^t"). 

Es  wird  hier  also  jede,  in  dem  Ausdruck  für  die 
volle  Ueberiebeusrente  enthaltene,  Verbiiidungsrente 
um  n  Jahre  aufgeschoben,  und  wenn  man  die  Theile, 
welche  gleichviel  Dimensionen  haben,  zusammen- 
nimmt und  dieSumme  der  gleichnamigen  aufgeschobe- 
nen Verbindungsrenten  für  die  Verbindungen  der  vier 
Personen  mit  einer,   zwey  oder  drey  der   andern  mit 

.'ii  t  1 'n-[i  ,'ji  t  1 

5  .  X  IV  .  I^ ,  5  .  A  IV  .  II~ und  5.A  iV.IIi^ 

bezeichnet,  so    ist  die  gedachte  Ueberiebeusrente  z==: 

,'n  t  I  ^'ii  t  1  'n  t  X 

A  IV ^ —    S.l   IV  .  1^ -f-    5  .  X  IV  ,  II~ 

'n  t  a 

—  xlV.IIl^ . 

Da,  wie  man  leicht  übersieht,  dieses  nämliche 
Gesetz  lür  jede  collective  Ueberiebeusrente  gilt,  so 
kann  man,  wenn  die  anfängliche  Verbindung  aus 
m  Personen  besteht,  xmd  die   aufgeschobene   Uebei'- 
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lebensrente  für  m  —  u  m  n  Personen  gesucht  wird, 
die  Formel  dafür  im  Alloemeinen  ausdrucken  durch 

'ii  +  r  ^'a  f  1 ^'n  f  i  ' 

A  N^ —   S,X^.l +  5.AN.1I^-  —  ..  -I- 

^'ii  f  t  ^'n  f  r 

, . .  -f-  A  M^ ,  wo  im  Allgemeinen   5 .  A  N  .  X' 

die  Summe  der  aufgeschobenen  Renten  für  die  Ver- 
bindung der  n  überlebenden  Personen  zusaminenge- 
nommejL  mit  je  x  der  zu  überlebenden  Personen  be- 
deutet. 

Man    hat    also    hienach  bey  einer  anfänglichen 
Verbindung  unter   A  und    B   die    um  n  Jahre   auf- 

geschobene  Ueberlebensrente  für  A  rr:  A  a'  — 


^'n  t  r    _ 

A  ab^ 

n 
A— 

A  ra 

n      n 

A — B — 

ACafn)- 

A  B  rn 

X 

J\  i3  rn 

l  Cafn)  (bfn).     (Vcrgl.   §.    170}. 

Bey  einer  anfänglichen    Verbindung  von   drey 

Personen  ABC  wird  die  um  ii  aufgeschobene  Ueber- 

.'"  t  1  <■ -'nfi 

lebensrente  für  A  =  A  a^         —  S  .1  a.I^  -j- 

n  n  n 

A— A—  B— 


A^.n^-  ^  -A-^  Kafn)  -  [-X^^— X 


X  (a  t  n)  (b  t  n)  +      ^^  ^,^       ^  (a  t  ^0   (c  t  n)]  + 

n            n            n 
A p Q . 

-^^^nrn ^  Ca  t  ")     (b  t   lO    (c  t  1')  , 

ABC     rn 

«^ie  um  n  Jahre    aufgeschobene  Ueberlebensrente  für 
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._^>n  t  I  ,'n  t  1 

'^as  Paar    A  B  aber  A  a  b      ~  —  A  a  b  .  I'           = 

n         n  n        n         n 

A —  ß — A — B — C 


ACat";  (IjfiO Wj,n  ^.         X 


A  B      rn  V     1     y   V     i     y  A  B  C  rn 


A,  (a  f   u)      (b   -f  n)     (c   f   ii)   etc. 

Es  ergiebt  sich  übrigens  von  selbst,  dafs  wenn 
in  irgend  einem  oder  einigen  Theilen  u  über  die 
Altersergänzung  irgend  einer  Person  hinausgehen 
sollte,  dieser  Theil  oder  diese  Theile  z=  0  vverden, 
neil  es  dann  nach  der  Sterbensordnimg  keine  Perso- 
nen dieses  Alters,  also  auch  keine  Verbindung  der- 
selben mit  andern,  m.ehr  giebt.  Wäre  z.  B.  a  zzzz 
60,  b  rrr  go?  und  sollte  die  Ueberlebensrente  von 
A  vnn  20  Jahre  aufgeschoben  werden,  so    hätte  man 

diese    Ueberlebensrente    :=:=. „^ —     Ä    80      — 

A  r=° 

A^—  B?- A^- 

A80.100  =  — 7 — —     ^  80,  weil  der 


A  B  r^o  '^^  ^^  A  r 
verneinte  Theil  =  0?  indem  B^^  =r  0?  und  die 
aufgeschobene  Ueberlebensrente  lediglich  als  eine  auf- 
geschobene Leibrente  auf  ein  einziges  Leben  anzuse- 
hen ist.  Wäre,  bey  einer  anfänglichen  Verbindung 
unter  ABC,  a  =  70,  b  =r  80  und  c  =  90,  und 
sollte  die  Ueberlebensrente  für  A  um  10  Jahre  auf- 
geschoben vverden,  so  hätte  man  den  Werth  derselben 
Aio  A-—  R— ^  — 

^80  -  C — rrrzTr-  ^  8O.90  + 


A  r»o  ^       AB  r'° 

A^^  C^^  A^s    Bi2    C^^ 

-5^j^„-  ^80.100)+ ^vBC^o ^ 

/ 
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AI2  Ai2  ßse 


X  80.90.  100  =  -^^-^    A  BO  -  -^----      X 


/l  80  .  90?  indem  die  übrigen  Tlieile  =  0  werden 
und  die  Uoberlebensrente  hier  nur  als  eine  aufge- 
schobene Uebeylebensrente  von  A  nach  B  anzu- 
sehen  ist. 


§•  268. 

Soll  die  Ueberlebensrönte  mit  dem  nten  Jahre 
aufhören,  so  wird  in  dem  Werthe  der  vollen  Ue- 
berlebensrente  der  Werth  der  um  n  Jahre  aufpescho- 
benen  Ueberlebensrente  abgezogen,  welches  keiner 
weitern  Demonstration  oder  Erläuterung  bedarf. 

Sollte  die  Rente  zugleich  um  n  Jahre  aiifge^ 
scJiohen  seyn  und  nach  n  -f-  ra  Jahren  wieder  auf- 
hörefif  so  müfste  man  den  Werth  der  nm  n,  im- 
gleichen  den  Werth  der  um  n  -[-  m  Jahren  aufge- 
schobenen Ueberlebensrente  suchen,  und  von  dem 
erstem  den  letztern  abziehen,  welches  ebenfalls  von 
gelbst  erhellet. 

§.  269- 

Wenn  auch  für  das  disjunctive  üeberlehen  die 
um  n  Jahre  aufgeschobene  Reute  gesucht  würde,  so 
fielen  ebenfalls  wieder  die  Zahlungen  der  ersten  u 
Jahre  weg,  vmd  es  bestände  daher  die  aufgeschobe- 
ne Ueberle.bensrente  wieder  aus  eben  so  viel  und 
so  vielnahmigen  Verbindungsreuten  als  die  volle  dis- 
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junctive  Ueberlebensrente,  nur  mit  dem  Unterschie- 
de, dafs  bey  der  aufgescliobeneu  jede  Verbindungs- 
rente um  11  Jahre  aufgeschoben  werden  mülste. 
Uebrigens  gilt  auch  hier,  was  vorher  §.  26?  von 
den  Theilen  angeführt  ist,  worin  n  über  die  Alters- 
ergänzung  'der  älsten  Person  hinausgeht,  näiidich 
dafs  diese  Theile  =  0    vv erden. 


^.  270. 

Falls  die  Ueberlebensrente  erst  im  ji  -j-  iten 
Jahre  nach  dem  gänzlichen  Abgänge  der  zu  iVoer- 
lebenden  Personen  anfangen  sollte  zu  laufen,  so  fän- 
de man  den  Werth  derselben  folgendermaafsen.  Ge- 
setzt der  überlebende  Verein  bestände  aus  drey 
Personen  A,  B,  C  und  es  wären  die  zu  überleben- 
den Personen  F  und  G,  so  wäre  die  Zahl  der  Ver^ 
bindungen  zu  5,  von  denen  F  und  G  ganz  ausge- 
storben sind,  A,  B  und  C  aber  noch  leben,  im  er- 
sten Jahre  =  A^  ßi  C^  (F  —  F^^  (G  —  G^, 
und    von    diesen    Vereinen  bestehen    am  Ende   des 

nfi    nfi      nfi 
11  +  Iten  Jahrs  noch  A — B —  C — (F— F^)  (G^G^), 

Es  ist  also  der  gegenwärtige  Werth  der  ersten  Jahrs- 
zahlung, auf  alle  anfängliche  Verbindungen  vertheilt, 

nfi  nfi  nfi 

A B C (F  —  F^)   (G  —  Gi) 


A  ß  C  F  G     rn  f  I 

Eben   so    ist   der   gegenwärtige  Werth  der  zweiten 
Jahrszahiu-ng  =: 
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n+a  11+2  nJ2 

A B C (F    -   F.Q    (G    -    G-) 

ABC  F  G     rn  t  2 
etc.     Hiernach  wird  also   der  Werth  für  alle    Jalire 


/- 
/- 


nfi  nfi  nfi 

A B C— 


A   B   C  rn  1 1 

nfi  n-j-i  nfi  ^ 

A B C Fi 


A  B  C  F     rnfi 
nfi  nfi  nfi 

A Q C G^ 


^   + 


/ 


A  B  C  G     rnfi  J 

nfi  nfi  nfi 

A B C Fi   Gi 


A  B  C  F  G     rnfi 

n  n         n 

A—  B^  C— 


ABC 


[  X  (a  t  ")   (b  t  lO   Cc   t  lO   — 


l  (afn)   Cht")  (<^tjO  .  f    —    A  (afn)   (bfn)   (cfa)  .  g 

-j-   X  (afn)    (bf")    (cf")  •  f  g]?    "^vo  das,  was  in  den 
Klammern  steht,  die  Ueberlebensrente  dreier  Perso- 


nen vom   Alter    a  f  n,    b  *{•  n   und  c  f-  n  üi)er  die 
zwey  andern  Personen  vom  Alter  f  uud  g  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  übei'haupt  für 
einen  bestimmten  Verein  von  Personen  die  Ueber- 
lebensrente, die  n  Jahre  nach  dem  gänzlichen  Ab- 
eanse  der  zu  überlebenden  Personen  anfangen  soll 
zu  laufen,  wenn  man  die  Ueberlebensrente  für  die- 
se zusammenverbundenen  überlebenden  Personen,  das 
Alter  einer  jeden  um  n  Jalire  vermehrt,  über  die 
zu  überlebenden    Personen,    ihr     Alter    unverändert 
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beibehalten,  mit  dem  Quotienten  der  Wahrscheinb'oh- 
keit,  dai's  die  gegebene  Verbindung  der  überleben- 
den Personen  nach  n  Jahren  noch  bestehe,  multipli- 
cirt  und  mit  rn  dividirt,  -wonach  also  z.  B.,  wenn 
diese  überlebenden  Personen  A  B  C  D  wären,  dieser 
Factor,  mit  welchem  die  Ueberlebensrente  multipli- 

n  n  n  n 

A—  B—  C—  D—      . 

cirt  werden  mufs,  =  — .    t>  /-<  iS ~"   ^^^' 

A  B  C  U     rn 


§.  271. 

Wenn  dagegen  festgesetzt  wörde,  dafs  die  Ue- 
berlebensrente für  die  drey  verbundenen  Personen 
ABC  über  die  zwey  andern  FG  nur  auf  den  Fall 
hezalilt  werden  sollte,  dafs  die  sämtlichen  fünf 
Personen  noch  am  Ende  des  nten  Jahrs  zusammen- 
lebten, so  wäx'e  die  derzeitige  Ueberlebensrente  für 
die  erwähnten  Personen,  wenn  sie  yom  n  -{-  Iten 
Jahre  anfangen  sollte   zu  laufen,  rrr 

l  (afn)  (bfn)  (cf^i)  —  [X  (afn)  (bfn)  (et")  ''ff'O 
4-  >l  (  a  t  n  )  (bfn)  (  c  f  "  )  (  §  t  "ö  J  + 
X  Cafn)  (bfn)  (cfn)  (ff n)  (gfn),  und  dieser  Aus- 
druck, mit  rn  dividirt,  giebt  den  gegenwärtigen  Werth 
der  nämlichen  Ueberlebensrente.  Da  nun  aber  die 
Wahrscheinlichkeit,  dafs  die  Verbindung  unter  den 
fünf  Personen  am  Ende  des  nten  Jahrs  noch  be- 
n  n  n  n  n 

A—  B—  C—  F—  G— 
,tehe,= ÄB-C"F-G "'  '     ^" 


<25'2  Vierter  Abschnitt. 

wird  der  Wertli  der  gesucliteu  Ueberlebeusreiite  z=: 
n        n         n        n        n 

A— ß— C— F— G— 


Xb-c-f-g-^  ^'  ^^^"^  ^'^^"^  ^^t")  - 


A    (  a    t   "  )      (  ^J   t    11)      (  c    t    n  )     (  f  t  11  )      — 
A    (  a    t    11  )     (  l^    tu)      (  c    t    11  )      (  g  t  11 )     + 


X  (a  t  n)     (!•  t  11)     (c  t  11)      (f  t  11)      (g  t  11)  ]• 

Falls  11  die  Altersergäiizung  irgend  einer  Per- 
son übersteigen  solUe,  so  würde  der  Werth  dieser 
Ueberlebensrente  m  0?  indem  dann  irgend   ein  Fac- 

n  n  n  n  n 

A—  B  —  C—   F—  G— 
tor  im    Zähler   von 


A  E  C  F  G 

rr:  0  wird,  und  nach  n  Jahren  überall  keine  unauf- 
gelösete  Verbindung  unter  den  fünf  Personen  be- 
steht. 

Auch  das  hier  angegebene  Gesetz  ist  allgemein, 
und  wenn  die  Ueberlebensrente  für  gevvifse  Perso- 
nen zusammengenommen  nach  dem  Tode  der  andern 
unter  der  Bedingung  zahlbar,  dafs  alle  noch  n  Jah- 
re zusammenleben,  gesucht  wird,  so  mufs  man  die 
Ueberlebensrente  für  die  überlebenden  Personen 
über  die  andern,  das  Alter  sowohl  der  überlebenden 
als  der  zu  überlebenden  um  n  Jalir  vermehrt,  mit 
der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  am  Ende  des  nten  Jahrs 
noch  alle  Personen  zusammenleben,  multipliciren  und 
mit  rn  dividiren,  so  dafs  also,  AYenn  die  anfängliche 
Verbindung  aus    den    Personen    A  B  C  F  G    besteht. 
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dieser  Factor,  womit  die  Rente  niultiplicirt   werden 
n  II  n  n  n 

A—    B—    C—    F—    G— 

soll,   = 'A^TTn'T?"?^ ■  Wlrd• 
A   B  C   r    G     rn 

Anm.  Uebrigens  ist  liier  durchgängig  vorausgesetzt,  dafs 
die  Personen,  für  welche  die  Rente  bestimmt  ist,  sie  nur  so 
lange  geniefsen  rils  sie  zusammenleben.  Wenn  dagegen  z.  B» 
von  mehreren  Kindern  jedes,  so  lange  es  lebt,  eine  Rente  nach 
dem  Tode  der  Eltern  haben  sollte,  so  w  ären  dies  so  viel  ver- 
schi(>dcne  Renten,  und  bey  jeder  käme  nur  das  Alter  des  einen 
Pensionisten  und  der  beiden  Eltern  in  Betracht.  Sollte  aber 
für  alle  zusammen  eine  Ueberkbensrente  gekauft  werden,  die 
nach  dem  Tode  des  einen  oder  einiger  den  übrigen  zuwüchse, 
so  wäre  dies  eine  Ueberlebensrente  für  den  Längstlebenden,  wo- 
von  noch  weiter  unten  gehandelt    werden   wird» 

§.  272. 

Wenn  der  Wertli  einer  Ueberlebensrente  nicht 
atif  einmal  durch  Emschnfs,  sondern  durch  einen 
jährlichen  Beitrag,  wie  es  heifst  nach  Contributions^ 
fujsi  bezahlt  werden  soll,  so  kann  man  auf  jeden 
Fall  zuerst  den  haaren  Wertli  der  Ueberlebensren- 
te berechnen.  Ist  dieser  Werth,  der  V  heifsen  mag, 
gefunden,  und  soll  derselbe  durch  einen  jährlichen 
Beitrag,  entweder  während  des  Lebens  einer  einzi- 
gen Person  oder  des  Zusammenlebens  mehrerer  Per- 
sonen oder  auch  während  des  längsten  Lebens  unter 
denselben,  bezahlt  werden,  ist  ferner  der  baare 
Werth  dieser  Leibrente ,  Verbindungsrente  oder 
Rente  des  Längstlebenden  =  W,  so  hat  man  den 
jährlichen  Beitrag  für  den  Ankauf  der  Ueberlebens- 
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V 

reute  I  =  "^7-  •      Wenn  also  die  jährlich  zu  zah- 
lende   Ueberlebensrente   rz=    P  ist,   so   ist   der   dafür 


jährlich   zu  zahlende  Beitrag  =    — — -    P    (Verglei- 


che §.    175). 

§'  273. 

Wenn  die  Rente  für  das  zwiefache  Ueherlehcn 
unter  drey  Personen  gesucht  wird,  und  zuerst  A  die 
Rente  geniefsen  soll  von  der  Zeit  an,  da  C  vor  B 
stirbt,  so  ist,  nach  der  Hypothese  vmd  auf  augen- 
blickliche Zahlungen  gerechnet,  der  allgemeine  Aus- 
druck für   den    Werth  der  Rente  m 

(«   -  X)   d  X        ^      f  (ß-  X)   d  X 
•^  «  rx  ßy 

Wenn  nun  l)  A  nicht  jünger  ist  als  eine  der 
andern  Personen,  so  bedarf  es  nur  einer  einzigen  Be- 

/    (/?    -    X)    dx         _ 

ß  Y  ~~ 

X              x  = 
= —.    Folglich 


ß  7  7  ß7 

-  x)  dxJCß  —  x)    d  X 


a  rx  ß    y 


(«  —  x)  X  _     X-         dx      

"^  a  y  2ßy        rx 

(«  —  x)  X  d  X  (a  —  x)   x2  d  X 

J  ^  A,  VT  "^ 


a     y  rx  "'  z     cc  ß  y     rx 

Der  erste  Ausdruck  ist  eine  Ueberlebensrente  für  A 
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nach  dem  Tode  von  C,  der  zweite  die  Hälfte  der 
Ueberlebeiisrente  für  A  nach  dem  Tode  beider  Per- 
sonen B  C.     Also  ist    für  diesen  Fall  der  Werth  =: 

Aa  —  Äac  —  I  (Ka  —  Xab  —  Aac-j"  ^'  abc) 

=:  §  (A  a  -j~  ^'  a  b  —  X  a  c  —  ^  a  b  c).  Sind  b 
und  c  gleich,    so   \Yird    der    angeführte  Werth    =: 

f  (X  a  —  A  a  b  c),  wie  von  seihst  erhellet. 

2)  Ist  A  die  jüngste  Person,  B  aber  älter  als  C, 

.„.  C«    —    x)xdx 

so  ist  für  die  Zeit  /?,   f~ — 

•^  a     7         rx 

[a  —  X)  x^dx  -^ß,  ß, 

^  2      u  ß  y      V^  ^ 

-|-  X  a  b  —  X  a  b  c),  wo  alle  Renten  nur  bis  zum 
Ablauf  der  Zeit  ß  fortwähren.     Bey  dem  Ablauf  die- 

rr   .     .  ^  X-      _      /? 

ser  Zeit  ist^  x  =    ß    gesetzt, — —  — , 

/  2  ßy  2y 

und  die  Anzahl  der  lebenden  A  rr: «  —  ß.  Folg- 
lich wird   der  Werth  der   Rente  für  diese   Zeit  = 

ß               («   —  ß  —  x)   d  x  _ . 

— '. r 1 ,     Die  zu  inte^riren- 

2yrß^ 

de  Gröfse   ist  nach  der  Hypothese  gleich    einer   um 

ß  Jahre  aufgeschobenen  Leibrente  für  A,   und  dieser 

Theil     Ut    also    =    _^__(lZl/.L_li?JllL. 
2   y  u  rß 

3)  Ist  wieder  A  die  jüngste  Person,  C  aber  äl- 
ter als    B,    so  ist  für    die  Zeit  j/, 

(ß  —  x)  X  d  X  («  —  x)  x2  d  X         

a     y     v\  i      cc  ß  y     rx. 
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I    ( P.  a ' — •  -f-  h  a  b  ^ —  —  l  ac  —  A  abc},    wo    alle 
Renten  bis  zu  Ende  der  Zeit  y  währen.     Bey  Ab- 

lauf  dieser  Zeit    ist    • :=.    I    —  > 

r  2  ßy  2  ß 

und  die  Zahl  der  lebenden  A  =zr  «  —  /.     Folglich 
hat  man   den   Werth   der    Rente    für    diese  Zeit  z=z 

7     .    r    ^  *"    —    y    —    x )    d  x 

(^  -  ^l?f --—i-i-^ 

%   —  y  ^.    C«    t   /) 


=  Ci  -  -r) 


j-  u 


p  a  \y 


^.  274. 

Würde  nach  irgend  einer  andern  Sterhensord- 
nung  der  Werth  der  gedachten  Rente  gesucht,  näm- 
Hch  für  A  von  der  Zeit  an,  da  C  vor  B  abgeht, 
so  wäre,  auf  ganze  Jahre  gerechnet,  ihr  Werth  = 


J  1 ,  wo  X  die  Alterserg an- 

rx     ABC 

zung  von  A  ist  und  dasjenige  beobachtet  werden 
mufs,  was  im  §.  225  angeführt  worden,  wenn  x  grö- 
fser  als  eine  oder  beide  übrige  Altersergänzungen  ist. 


A —  f  B —  A  C •  I  ^ 

Nun  ist  / ■■ r— rTT^ =^  TtH^      ^ 

^  rii^    A  B  G  A  Jj  L- 
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I 
(B^  A  C^  -f-  B^  A  C^)  I 


r 
A- 


AI 


(B£  aC  +  B^  ACi  -f  Bi  AC-ä)  f^  ' 


I   ^  ;  i 

14--* 

I  x_  I 

-^ (B^AC  +  B»  ACi  +  BiAC^ -}-*.)  I 

l      rx  ; 

folglich  hat  man,  wenn  y  die  kleinste  Altersergän- 
zung von  B  oder  C    ist,    den    gesuchten  Werth   =: 

+  Bi  ACi/-4r-  +  "  +  B-^AC--/--5. 

WO  die  Summen  der  discontirten  Zahlen  der  Leben- 
den von  A  mit  dem  bezeichneten  Gliede  anfangen 
und  bis  zur  Altersergänzung  von  A  fortgehen.  (Wä- 
re X  kleiner  als  y,  so  wäre  begreiflich  das  letzte 
Glied  in  der  obigen  Reihe  = 

'x 
X  X — 1  A 

B —    AC f ).     Man  kann  dalierden 

obigen   Werth   auch    ausdrucken    durch 
--^    (Bi    A  C  ;.  a  -f  B^   A  C^  hl^    -f 

Bi   aC?  ?;  a^-  +  . .), 

U.  Fl 
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Aufserclem    kann    man ,     wenn    x  >  y, 

X  X  X— r 

A— /B—  AC .  rp,    .,  , 

7  Ä~TrT^ ^"  zwey  Iheile  zerle- 
gen.    Der  Werth    ist    nämlich  bis  zum  Ablauf  der 

y  y        ^y— 1 

A—    /B—  A  C 

Zeit  y  =  /" ^ r~¥n^ •      V  ön   die- 

•'         -^  ry     A  B  L. 

ser  Zeit  an  kömmt  noch  hinzu  die  Lebensrente  für 
A,  so  weit  sie  bis  dahin  die  vor  B  verstorbeneu 
C  überlebt  haben.  Da  nun  der  jetzige  Werth  die- 
ser Rente,  von    Ablauf   der    Zeit    y    gerechnet,    rz: 

y 


X  a  f  y 


,  und  die    Wahrscheinlichkeit 


A  ry 

dals    bis    dahin    B   überlebt    kabe    C ,    = 


y           y— I 
/B—  AC 


B     C 

Lebensrente    für    diese    Zeit    = 


ist,  so    hat    man    die  gesucme 


y         y — I  y  — 

/  B—  A  C A —      A  a  t  y 


T,     r.  A  •     Sollte  B 

B     C  A  ry 

vor  C  sterben,  so  wäre  die  gesammte    LTeberlebens- 

y           y           y— I 
,       ^                  A—   yC—   AB — 
.rente  für   A   =  / ^T-Ä  BC "^ 


y          y~i  y  ■ — 

/  C —  A  B •  A —         A  a  t  y 


B     C  A  ry 
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Bezeichnet    man    die    Walirscheinlichkeit,    dafs 
bis  ans  Ende    des    nten    Jahrs    B  überlebt    habe  C, 

n 

mit  ip      ;  so  .kann   man  die  gesuchte  Ueberlebensren- 
te  für  A,  wenn  C  zuerst  gestorben  seyn  soll,   durch 


§.  274.  b. 

Verlangte  man  den  vollständigen  Werth  dieser* 

Rente,  so  wäre  dieser    auf    den  Fall,  da    C    vor  B 

stirbt ,    in    Uebereinstimmung    mit    §.  227«    b,    r=S 

n— 'I 

A- 


/ 

n 

B— 

A 

n — I 

c 

rn 

AB 

C 

"^  rn   A  B  C  ^ 

n — I  n — I  1 

A /  A  B—    A  C- 


ru    ABC 

n — I  n  n— I 

AA B—   AC 


rn    A  B  C 

IT — I  n — r  n — t 

1/ ru    ABC ^''^'''' 

n        n 
den  ersten   Theile    sind  =   /  — 


rn    A 

n 
wenn    man    nämlich    unter    ip        die     vollständige 

Wahrscheinlichkeit  versteht,  das  am  Ende  des  nteii 

R    2 
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Jalirs  B  überlebt  babe  C.     Der  dritte  Theil  ist  =  — 

—  I        —  I 
A—  C — 


5[ ^  ^ A  (a  —  I)    b    (c    —   J)     — 


A—  :-  C 


^       X  (a  —   I)  b  c ^    >.  a  b  (c    —    I)  -f 

l  abc]  ;  der  letzte    Tb  eil   der  Correction  kann  wobl 
als  unbeträchtlich  wegfallen. 


§•  275. 

Wenn   ferner  die  Rente  für    A    gesucht    wird, 

zahlbar  von  der  Zeit  an,    da  B  nach    C    verstorben 

und  zueist  nacJi  der    Hypothese    gerechnet  werden, 

soll ,    so    ist    der    allgemeine    Ausdruck    dafür 

(((  —  x)/xdx            dx  xdx 

j  _ : .  . ^     ]3a  nun  / 


ß  7  rx  ßy 

x^  (a  —  x)  /"xdx  dx 


— •,  so  wird   f 


ßy  ^  a  ß  y 

(u  —  x)   X*  d  X 


2   a  p  y         r^ 

Wenn   also  I)  u  nicht  gröfser  ist  als  die  andern  Al- 

(  «    —    X  )   x=  d  X 

terserffänzungen,  so  ist  f 

ö  ö'  -'  2a/?yrx 

gleich  der  Hälfte  der  Rente  auf  das  Ueberleben  von 
A  über    beide  Personen  B    und  C,  d.   h.  r=.  ^    (X  a 


—  A  a  b  —  A  a  c  -j-  A  a  b  c),  (§.  273)  und  dieser 
Werth  gilt,  es  mag  von  den  beiden  Personen  B  und 
C   die  ältere  oder  die  jüngere  zuerst  sterben. 
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Ist  2)  A  die  jüngste  Person,  und  soll  von    den 

beiden    andern    zuerst  die  jüngere  B  und  dann  die 

ältere    C    gestorben    seyn,     so    ist     iür    die    Zeit    y 

-(«    —    x)x*dx 

J gleich    der   Hälfte    der 

2   «/?/  rx  ö 

Rente  auf  das  Ueberlebens  von  A  über  beide    Per- 
sonen   zusammengenommen    während    der  kleinsten 

— ,/> ,/j 

Altersergänzung  j/,  d.  h.  =  «   ('^  a         —  ^  ab' 


—  X  ac  -f-  ^  abc).      Nach  Ablauf  der  Zeit  y   ist,  da 

X  d  X 
nun  in  /  x,  als  auf  y  bezogen,  nicht  mehr 

X  d  X  x= 

zunehmen    kann,   f 


ß  y  ß  y 

y 

■  :    ferner    ist  bev  Ablauf  der    Zeit  v  die  An- 

zahl  und  Altersergänzung  der  Personen  A  r=:  «  —  y 
oder  der  Kürze  wegen  t=z  i.  Es  wird  also  der 
derzeitige  Werth  der  Ueberlebensrente  für  A,  auf  die 
Periode    von    Ablauf  der  Zeit    y  bis   zu     Ende  der 

r/   •  y  0  —  x)  d  X 

Zeit    «,  rr:  / ,    und   der    se- 

2ß  «  rx  ^ 

een wartige    Werth  davon  =:  —    — f 

_y_         f  (f— X)  dx     y         u—ß      A  («  f  ;/) 

"'     'ß      axy  '        ^'^    ~~    2/i    •     «     '  ^y    ' 

a  —  ß  ^   («  t  J') 

■wo . .    die    um    die    Zeit 

«  ^y 

y  aulgeschobene  Leibrente  fürA  ist.  Folglich  wird  die 


a62  Vierter  Abschnitt. 

gesammte  Ueberlebensrente    für   A    nach  dem  Tode 
der    zuletzt    verstorbenen    altern    Person    C    =. 

f    ( A,  sC       —  ^  a  b'        —    Kac     -|-     ^abc)     -|- 


3/?  «  j.y 

Ist  3)  wieder  A  die  jüngste  Person  und  wird 
die  Ueberlebensrente  für  dieselbe  gesucht,  wenn  von 
den  beiden  andern  zuerst  die  ältere  C  und  dann 
die  jüngere  B  verstorben,  so  kann  man  am  bequem- 
sten den  eben  gefundenen  Werth  von  der  Rente 
auf  das  Ueberleben  von  A  nach  dem  .Abgänge  bei^ 
der  Personen  abziehen.     Da  nun  diese  letzte  Ueber- 


lebensrente :=r  Aa  —  X  ab    —  A  a  c  -}-  A  a  b  c,    so    hat 
man   den  gesuchten  Werth  =  Ka  —  A  ab  - —  Aac 

—  A  a  b'       —   A  ac  -|-  A  abc) 


+  x 

abc    —   f 

(Aa 

7>_ 

y            cc  - 

-  y 

2ß 

cc 

^äb~ 

-ur.^ 

—  K 

V\ 

X  («  t  y) 


-|-   A,  a  c    —  A  a^b  c)  — > 

,      : , ^ 


§.  276, 

Nach  jeder  Sterbensordnung  ohne  Unterschied 
ist,  auf  ganze  Jahre  gerechnet,  bis  zum  Ablauf  des 
Uten  Jahrs,   die  Ueberlebensrente    für    A    nach  den» 
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Tode  derer  B,  welche  Ihre  zugehörigeu  C    überlebt 


n — 1 


V.  K  r     A—  /AB CC    -    C-) 

haben,  =/ ru     ABC ' 

so  wie  nach  dem  Tode   derer    C,    welche    ihre  zu- 
gehörigen   B    überlebt    haben,    =r 


M 1 


A—  /AC (B    —    B— )  ,^.       , 

r 1 h_^ i_.      Hier    hat 

J  rn    A  B  C 

man  nun  in  dem  letzten  Ausdruck,  wenn  die  klein- 
ste Altersergänzung  :z=z  y  ist,   die  Rente  bis  zu  Ab- 


y         _y— 1  y 

1     f  ^      7  ;  r    A— /AC-^ (B-B-) 

lauf  der  Zeit  y  =  / ^7X^0 

Ist  X  die  Altersergänzung  für  A  und  x  >.  y,  auch 
C  die  ältste  Person,  so  kömmt  nach  Ahlauf  der 
Zeit  y  zu  der  bis  dahin  berechneten  Ueberlebens- 
rente  nach  dem  Tode  von  C,  noch  hinzu  die  Ren- 
te für  diejenigen  A,  welche  die  nach  B  verstorbenen 
C  überlebt  haben,  und  zwar  vom  Ablauf  der  Zeit 
y  an  bis  zur  Altersergänzung  von  A.     Da  nun  der 


_  y— 1  y 

n    f    ^  /  AC CB   -   B-) 

l^notient — — — • 

B     ü 

die  Wahrscheinlichkeit  ausdruckt,  dafs  bis  zu  En- 
de des  yten  Jahrs  C  gestorben  sey  nach  B,  so  ist  der 
gesuchte  zweite  Theil    der    Ueberlebensrente  für  A 


y— 1  y  yt 

/AC (B    —    B— )       ^    A 


C  •-  A  ryfi 


i-rz:rr-  + 
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yt2                                 y— 1  y 

A __    /AC (B  —  B— ) 

A  ryf:»       +  •  -3  —  B  C  ^ 

y_ 

^  a  t  y.    Folglich  wird  die  ganze  Ueber» 


A  ry 
lebensrente    für    A    nach    dem    Tode    von    C    ss 


y               y— I  y 

A^  /AC (B    -    B— ) 

ry    ABC  "^ 


y^i  y  y 

/AC (B    -    B-)  A— 

ß—c '  -T^7~  '  '  '  ^' 

Die  Rente    für   A  nach  dem  Tode   derer  B,  die 
Ihre  zugehörigen    C   überlebt    haben,    wird  also  ;rr 


Xa    —    l  a.  h    < —    Aac    -j-    A 

a  b  c    — 

y              y— I 
A—  /  A  C            (B 

y 
-    P— ) 

^                                   ry    A  B   C 

_y-i                     y 
/  A  C —     (B    —    B— ) 

V 

A—          ^—^ 

B    C  A   ry  '  ^ 

Will  man  aber  diese  Rente  unmittelbar    berechnen, 
so  hat  man    sie,    in    üebereinstimmung   mit  §.  229> 


y               y — I  y 

—  A—  /AB CG    ~    C— ) 

^~  ^  ry     A   B  C  T^ 


y— i  y  y 

/-AB—    CC    -    C-)  A—  --- 

B     C  A  ry  '  ^     ~ 
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A —  B — 


(\  a  t  y  -  X  (a  t  y)  (b  t  y)  ]. 


A  B  ry 

Sonst  kann  auch  noch,  nach  Anleitung  defsel- 
ben  §.,  diese  Rente  für  A,  wenn  sie  nach  dem  To- 
de von  C  bezahlt  werden  soll,  durch  A  a  —  ^  a  c    — 

—V    CA  C.Bi    \  a    +    A  Ci.Bi    ^  a-^    +  •  •  + 

y^i      _y_ ^ 

A  C      ~ .  B  ha.      ),    wenn   sie    aber    nach  dem 

Tode  von  B  bezahlt  werden  soll,  durch  Xa — X  ab  — 
^        CA  B  .  Ci    X  a  -j-  A  B^  ,  C^  T^—  4-   . .  -|- 


B  C 


y — ^        y     —  'y 

A  B  .  C —    X  a — )  ausgedruckt  werden,    wo  y 

die  kleinste  Altersergäuzung    unter    den    drey  Per- 
sonen ist. 

Anm.  Die  Rechnung  nach  der  letzten  Formel,  wol)ey 
jnan,  aufser  den  Producten  der  Decremente  von  B  in  die  Zah- 
len der  lebenden  C  oder  umgekehrt,  die  aufgeschobenen  Leib- 
renten für  A  auf  alle  Jahre  suchen  soll,  ist  ziemlich  weitläu- 
fig und  kann  leicht  zu  Irrungen  Anlafs  geben.  Kürzer  und 
sicherer  scheint  es,  auf  die  Weise,  die  in  den  §,  §.  i35  und 
225  etc.  angegeben  ist,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  B  stirbt 
nach  C,  oder  C  stirbt  nach  B,  für  alle  Jahre  bis  zur  Alterser- 
gänzung der  ältsteu  Person,   hier    C,    zu  suchen.     Wenn  diese 

n 
letzte  Wahrscheinlichkeit  für  irgend  ein  ntes  Jahr   X       genannt 

wird,  so   hat  man  den  Werth  der  Zahlung  lür  dieses  Jahr, 

11                                        n 
n         A A 

y       . 7— .  Anstalt      kann'  man  die   discontir- 

f"  A  ru  rn 
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A — 

ten  Zahlen  der  Lebenden,  liier  ■ ■ — ,   nehmen,   und  diese  mit 

n 

^  mullipliciren.      Hat  man  auf  diese  Weise  die  Zalilungen 

alltr  Jahre   bis     zur    Altersergänzung    y  berechnet    und  addirt, 
SO  dividirt  man  durch  die  discontirle   Lebenszalil  für  A,  d.  h» 


y  y 

\-    ,  .  A  y A— 

durch      ,    wodurch    man  also   / 


ra 


r 


y    A 


er 


hält.      Für  die  übrige   Zeit  multiplicirt  man    die  um  •/  Jahre 


aufgeschobene  Leibrente  für  A  mit  y        ^  woraus  sich  das  Stück 

7 
7       A — 


Jf  ■      A  a    y  ^    ergicbt.      Beide  Theile  zusammen 

Ar/ 

geben   die  gesammte  Uebcrlebensrento  für  A    über  die  nacli  B 

Verstorbenen    C»      Will    man  den  Werth   dieser  Rente  haben, 

für  den  Fall   wenn  B   nach    C  gestorben   ist,   so  zieht  man  den 

vorher  nrh;iltonen   Werth  von    der  Uebericbensrente  für  A  nach 

dem  Tode  beider  Personen  ab. 


f  276.  B. 

Sollte  bey  dieser  Rente  eine  Correctioii  ange- 
bracht werden,  so  ist  der  vollständige  W  ertii,  ni  Ue- 
bereinstimmung  mit    §.  229  1^?  ==^ 


n — I  n  —  I  n 

A—  /AB—    (C  -  C--) 
^  rn    A  B  C 


A /  A  B A  C- 

ly  ^^     ABC 


^/ 
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n — I  n — 1  n 

AA AB (C    —   C— ) 

rn     A  B  C  " 

n — 1  n — I  n— 1 

A  A A  B A  C 


1/ 7;;-^rwr. -^'^ 


rn    ABC 

n — 1 


beiden  Producte,  worin  — r multiplicirt 


A 

ist,  zusammengenommen  drucken  die  vollständige 
Wahrscheinlichkeit  aus,  dafs  B  am  Ende  des  nten 
Jahrs  nach  C  gestorben;  wenn  man  also  bey  Be- 
rechnung der  Rente  diese  vollständige  "Wahrschein- 
lichkeit gebraucht,  so  erhält  man    den   ersten  Theil 

n — 1  n — 1  n — i 

Ar  f  -  v^.  X  A— /.AB— aC-- 
der  Lorrection,  namiich  —  §/ 


rn  A  B  C 

sofort  mit.     Dei   folgende  Theil  der  Correction,  näm- 
^  t 

n — I  n — 1  n 

...  ,   .       A  A AB (C  -  C-) 

■>— 1 

I       ,         r  f   I  —  A — 

ist=z-n 1- : ^  ab X 

r  r  j\ 

— 1 
B 


A   ( a  —  I  )    b    — ^  a    C  ^J    —    I  )    — 


—1         — 1 
A B- 


-J—^ ?^  (a  —  I)   (b  —  I)  c    + 

•!  1 

A— B—      

^--  ^  (a  _  1)  b  c  -}-  ~^—  X  a  (b  —  O  c    -^ 
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"K  abc] ;   der  letzte  Theil  der  Correctiou    kann   wohl 
als    unbeträchtlich  weggelafseu    werden, 

Anm,  I,  Wenn  der  zuerst  überlebenden  Personen  zwcy 
oder  drey  wären,  d,  h,  wenn  A  die  Rente  geniefsen  sollte 
von  der  Zeit  an,  da  die  letzte  der  beiden  Personen  B  und  C 
oder  der  drey  Personen  B,  C  und  D,  und  zwar  nach  dem  Tode 
von  F,  verstorben  ist,  so   wäre  der  Wertli  für  den  ersten  Fall  ZZ 

n  n-i  n-i  ii-i     n-i  n 

r  ^  rr^^  4-  AC—  _  ACB—C— )    F-F- 
'^  rn  Ä  ^ '-     B      "^      C  B  C        -'       F     ' 

im   zweiten  Falle         ' 


n  n  I  n-i  u-i  n-i     n-i 

A-     AB-      AC—      AD— _A(B-C-) 

n-i    n-i  n-i     n-i  n-i    n-a    n-i  u 

ACB-D-)     A(C-D-)    ACB-C-D-)    F-F" 
B'd""""       cd       +       B  C  D       -'       F    * 

Im  ersten  Falle  müfste  man  also  für  alle  Jahre  die  Wabrsc'iein- 
lichkcnt  suchen,  dafs  das  Paar  BC  nach  drm  Tode  von  F  aus- 
gestorben, im  zweiten  Falle,  dafs  die  Con  ternation  BCD  nacli 
dem  Abgange  von  F  ausgestorben,  und  mit  der  Walirscnein- 
lichkeit  für  jedes  Jahr  müfite  man  das  zugehörige  Product 
n 

A^  .     .  . 

multipliciren,     welche    Recluiuug  begreiflich  noch 


m  A 
weitläufiger  würde  als    die  schon   angeführte. 

Wollte  man  mit  den  Aufgaben  dieser  Art  noch  weiter 
gehen  und  z.  B,  die  Rente  suchen,  die  an  A  bezahlt  werden 
sollte,  von  dem  Tode  des  B  an,  wenn  vorher  zuerst  D  und 
dann    C    gestorben    wäre,     welclie   Reute   durch 
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A-  /AB /aC CD  —  D-) 

-^  rx     A  B   C  D 

nusgedruckt  werden  könnte,  so  erforderte  die  Berechnung  ei- 
ne dreifache  Summirung,  die  Rente  könnte  durch  drey  Dimen- 
sionen von  Ueberleben  und  Leibrenten  ausgedruckt  und  eine 
U eherieh ensrente  des  dritten  Grades  gerannt  werden,  Formeln 
liefsen  sich  fiir  eine  solche  Berechnung  allenfalls  aufstellen; 
indefsen  würde  hier,  wie  es  mehrmals  in  der  angewandten  Ma- 
thematik der  Fall  ist,  der  Gebrauch  der  Formeln,  wegen  der 
Schwierigkeiten  der  Berechnung,    kaum  thunlieh  seyn. 

Da  übrigens  nicht  einmal  für  das  einfache  Ueberleben  voll- 
standige,  d,  h.für  jedes  Jahr  jedes  Zusammenlebens  eingerichtete, 
Tabellen  vorhanden  sind,  auch  die  Ausarbeitung  derselben 
wohl  nicht  zu  erwarten  ist,  so  mufs  mau  bey  Versorgungsan- 
stalten die  Natur  dieser  zwiefachen  Ueberlebensrcntcn  gründ« 
lieh  kennen,  wenn  bey  denselben  dergleichen  Renten  angenom- 
men  werden   sollen, 

Anm.  2,  Bey  andern  Schriftstellern  findet  man  andre  An- 
weisungen zu  Auflösung  der  in  den  §.  §.  ayS  bis  276  vorge- 
tragenen Aufgaben»  Tetens  hat  keine  bestimmte  Vorschrift  da- 
für gegeben,  sondern  dabey  nur  anf  frühere  Sätze  seines  Wer- 
kes verwiesen,  die  darauf  nicht  recht  anwendbar  sind.  Herr 
Brune  hat  für  den  letzten  im  §.  276  abgehandelten  Fall  eine 
Regel  gegeben,  den  Fall  des  §,  274  aber  gar  nicht  berührt. 
Für  den  im  §,  276  angegebenen  Fall  setzt  er  den  Werth  der 
Rente  für  A,  und  zwar  bis  zu  Ablauf  der  vollen  Altersergän- 
zung, wenn  diejüngeue  Person  B    nach  der    altern    C  sterben 

soll,  zz  (1 )    (l  a.  —  J".  a  b  —  ;.  a  c  f  A  a  b  c), 

wenn  aber  die    allere    Person    nach    der  Jüngern  sterben  soll, 
-—       /T  C^  ^  —  A  a  b  —  A  a  c  f  A  a  b  c),  wo  ^  u.  / 
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die  Altersergänzungen  von  B  und  C  sind.  Herr  Morgan  setzt 
die  Rente  für  A  sowolil  nach  dem  Tode  der  Jüngern  Person 
B,  die  nach  der  altern  C  verstorben,  als  nach  dem  Tode  der 
altern  Person,   die  nach  der  jüngei-n    gestorben,     his  zum   Ab- 

7  7  7 

A—   (B  —  B-)    (C  —  C-) 

lauf  der   Zgjt    y   f , 

x7  2  A  B  C 

d,  h.  gleicli  der  lialben  Ueberlebensrente  von  A  nach  dem  Tode 
von  B  und  C  zusammengenommen,  während  der  Zeit  y ;  den  übri  ■ 
gen  Theil  der  Rente  aber  nimmt  er  für  das  Ueberleben  über  die  äl- 

/ 
7  A~  — -- 

tere  Person  C   m  y        A  a  f  />  d.  h.  gleich  der 

A  x7 

um  y  Jahi-e  aufgeschobenen  Leibrente    für    A,  mulliplicirt  mit 

der    Wahrscheinlichkeit,    dafs    bis    zum  Ablauf    der    Zeit  y   Q 

gestwben  sey    nach   B.      Wenn  die  jüngere  Person   B    nach  C 

sterben  soll,  so   zieht  Morgan   den    eben  gedachten     Werlh  ab 

von  >la  —  Aab  —  AacfA  abc  I^a^s  nach  den  emplp- 
schen  Sterbensordnungen,  wenn  B  und  C  von  vei-schiedenem  Alter 
sind,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  B  gestorben  nach  C,  und 
dafs  C  gestorben  nach  B,  nicht  als  gleich  betrachtet  werden 
können,  habe  ich  schon  vorhin  angeführt.  Die  Rente  für  A 
nach  Ablauf  der  kleinsten  Altersergänzung  ist  bey  Morgan  rich- 
tig  angegeben. 

Zur  Verglelclnmg  füge  ich  hier  nur  noch  folgendes  Beispiel 
hinzu.  Wenn  A  4o,  B  5o  imd  C  70  Jahre  alt  sind,  so  ist  nach 
Süfsmilchs  Tabelle  und  dem  Zinsfufse  von  4  Procent,  JiJ  sum 
Ablauf  der  kleinsten  Altersergänzung    y 


y  y—t  y 

A-  /  A  B (C    —    C-) 


xy      ABC 


Von  Renü.  etc.  auf  mehr,  Leben.  0,7 1 


y  y—l  y 

A-  /A  C CB  -  B-) 

1,78 i9j  / '■ 

r/       ABC 


A-  /AB AC- 

=      I)I78S      und     /   


r/       ABC 


y-x  /-i  y 

,AA— ./AB —  (C  -  C-) 

=  0,2078.  Ferner  ist/ 


i-y      ABC 


—  0,0716,  /• 

=  0,0444,/ 

=  0,00706,/ 
=10,00714,/- 


AA—    /AC —    (E   —   B-) 
i7      ABC 


7-1  7-1  7-1 

A  A /AB—    A  C 

r'/       ABC 
J/-I  y-l  y 

A  A—  A  B —  (C  —  C-) 


i-y       ABC 

y-l  y-l  y 

AA —    aC —   (B  —  B-) 
r^       ABC 


y-l  y-l  y-l 

A    ^_AA—    AB—    AC 

=:    0,0036,    und    / 

1/       ABC 

m:  o,ooo46,  Folgllcli  wird  für  die  gedachte  Zeit  die  vollstän- 
dige Rente  für  A  nach  dem  Tode  von  B,  wenn  C  vorher  gestorben 
ZZI  1,7'ioo  und  nach  dem  Tode  von  C,  wenn  B  vorher  gestorben 
1,1126,  und  beide  Werlhe  zusammen  sindlZL  2,8526,  Nacli 
Brunes  Annohme  wäre  der  Werth   nach    dem  Tode  von  B  IZ: 
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26 

(1  -    — -)   2,8520  2,o464,  nach   dem   Tode  von  C  aber  ZT 

2.46 

a6  .  , 

—    3,826  0,8062.      Morgan  würde  jeden  Werth  '         1,4263 

92 

setzen.  Wenn  man  auch  den  übrigen  Theil  der  Rente  für  A, 
nämlich  nach  der  kleinsten  AltersergSnzung,  hinzufügt,  so  hönn- 
te  der  Fehler  bey  Brunes  Methode  noch  beträchtlicher  weiden, 
da  auch  das  übrige  Stück  nach  der  nämlichen  Regel  berechnet 
wird.  Nach  Morgans  Methode  kann  der  Fehler  nicht  beträchtli- 
cher werden,  als  er  bey  dem  ersten  Stück  schon  ist,  da  das  zweite 
Stück  richtig  berechnet  wird. 


Achtes      Kapitel. 

Fort 

der   Rente  des    Längstlehenden 

unter 

mehreren    Personen. 


§.  277. 
Die  Rente  des  Längstlehenden  im  engeren  Sin- 
ne ist  eine  Rente,  welche  bezahlt  wird  während 
der  Existenz  mehrerer  verbundenen  Personen,  so 
lange  irgend  eine  von  ihnen  lebt.  Im  weitern  Sm- 
ne  kann  man   jede    Rente   so    nennen,    die  bezahlt 
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Wird,  so  lange  irgend  eine  Verhhidung  eines  bestimm- 
ten Grades  unter  einer  gewilsen  Anzahl  von  Per- 
sonen existirtj  z.  B.  so  lange  aus  zehn  Personen  noch 
irgend   zwey    zusammenleben. 

Wenn  die  Rente  des  I/ängstlebenden  Unter  die, 
jedesmal  noch  lebenden  Personen  oder  bestehenden 
Vereine  getheilt  wird,  so  dafs  also  der  Antheil  der* 
abgegangenen  Personen  oder  Vereine  den  noch  be- 
stehenden zuwächst,  so  heilst  die  zu  diesem  Zwek- 
ke  gestiftete  Verbindung  Yon  Personen  eine  Tonti- 
jie,  die  jedoch  auf  manclierley  Art  modificirt  seyu 
kann.  Bey  der  Tontine  kömmt  nicht  allein  der 
Werth  der  ganzen  jährlich  zu' zählenden  Rente  in 
Betracht,  sondern  auch  der  Werth  des  wahrschein- 
lichen Antheils  einer  jeden  einzelnen  Person  oder 
eines  jeden  Vereins  eines  bestimmten  Grades,  wenn 
nämlich  die  Tontinenrente  über  Verbindungen  ver- 
theilt  wird. 


§.278. 

Will  man  zuerst  die  Rente  des  längstlebenden 
Einzelnen  als  eine  Zeiireiite  auf  das  längste  Lehen 
ansehen,  und  nach  der  Hypothese  des  gleicltmäfsi-^ 
gen  Ahsterbens  für  Personen  von  gleichem  Alter, 
wovon  die  Ergänzung  rzi:  «  seyn  mag,  berechnen, 
so  ist  sie,  leicht  zu  finden.  Da  nämlich  nach  der 
Hypothese  das  längste  Leben  des  Einzelnen,  wenn 
die  Verbindung  anfänglich  aus  m  Personen  besteht, 

II.         -  S 
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rz= ist,  wofür  man  der  Kürze  weCTeii  z  set- 

111  f  I 

zen    kann ,    und    jedes    Jahr    die    Rente     I    bezahlt 

werden  soll,  so  ist  die  Rente  des  einzelnen  Längst- 

I 

lebenden    "=■  f —  • 

Wären  also  z.  B.  anfänglich  30   Personen,    de- 
ren gemeinschaftliche    Altersergänzung  =  40    seyn 

m  «  30  .  40 

maff,  verbunden,  so  wäre ; =r ■     '=. 

^  m  f  I  31 

38>70.96>  und  der  Werth  der  Rente   des  JLängstle- 

benden    wäre    nach    dem .  4    Procentfurse   1=    .. 

"*"'  Würde  bey  einer  anfänglichen  Verbindung  von 
m  Personen  nach  der  Rente  der  Tängstbestehenden 
Verbindung  nach  m  —  u  gefragt,  so  ist  nach  §. 
23 1   die  Dauer  der  längsten  Verbindung  nach  m — u 

r=: , a.  oder  =  y.       Man    hat    also    die 

m  7    I  ■^ 

jährlich  hiit   I   zu  zahlende    Rente    der    längstbeste- 

I 

henden    Verbindune    nach    m    —    u    zzz.    f  4 

ö  -^        ry 

Wenn    wiedec    «    =    40  und  m  ===  3!o  wäre, 

und  nach   der  Rente  der  längsten   Verbindung   zu  2 

gefragt   würde,    so    ist  m  —  u  r=r  %   folglich  u  r=: 

u  4-  I  ''■':■    29v4o    liV/i»  ■•<.:-■• 

28  j    «nd ß=  — ~  =  37,4193; 

m  f   I  31 
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folglich  die  Rente  der  längstbesteheiiden  Verbindung 


§.'  278-  b. 

Da  übrigens  die    Personen    der    "Voraufsetzung 
nach  alle  von  gleichem  Alter  sind,  und  die    Wahr- 
scheinlichkeit  zur    Theilnahme    an    der    Rente    des  . 
Längstlebenden  für  alle  gleich  ist,  so  wird  der  Werth 

der  Rente  für  ieden    Einzelnen  =:  — -  f . 

in   -^     rz 

Ist  die  Rente  für  die  längstbestehende  Verbin- 
dung nach  ni  —  u  unter  m  Personen  von  gleichem 
Alter  gefunden,  und  wird  der  Werth  dieser  Rente 
für  jede  einzelne  mögliche  Verbindung  dieses  Gra- 
des gesucht,  so  wird,  da  die  Anzahl  der  Verbindun- 
gen   nach    ni    —    u    unter    m   Personen    =r 

m .  m  —   I   .  .  m  —  u  f  I 

* ,     und     die    Wahr- 

I  .  2  . .  m  —  u 

scheinlichkeit  zur  Theilnahme  wieder  für  jede  gleich- 
namige Verbindung  gleich,  der  Werth     der    Rente 

r-      •    1      Tr     1  -     1  I  .  3    . .   m    —    u  I 

lur  jede  Verbindung  = ■ r—  / , 

"        mm  —  I  ..  m  —  u  f  i       ry 

Aiim,  Die  hier  angegebene  Rente  ist  jedoch,  wie  auch 
Bemerkt  worden,  eigentlich  eine  Zeitrente  auf  das  längste  Le- 
ben nach  der  Hypothese,  Sollte  die  Rente  des  Längstleben- 
den unter  m  Personen  vom  Alter  a  nach  der  Theorie  genau 
angegeben  werden,  so    wäre    sie        : 

S    2 
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m  m.m — i  m.ni — i.m — 2 

. —    ;  a A  a*  -4 Aa» 

I  1.2  1.2.3 

—  .,     4"     ^^"^     (§'    235  'ind   weiterhin    §•    280). 


§.  279. 

Wird  überhaupt  nach  ivelcJier  St erhensordnung 
fa  auch  seyn  mag  die  Rente  des  Längstlebenden 
oder  der  längsten  Verbindung  gesucht,  so  sind  hier 
dieselben  Schlülse  anzuwenden,  wodurch  vorher  die 
Dauer  des  längsten  Lebens  bestimmt  wurde.  Es 
kömmt  nändich  hier,  wenn  die  Rente  des  einzelnen 
Längstlebenden  gesucht  wird,  wieder  darauf  an,  wie 
lange  von  einem  Verein,  z.  B.  unter  m  Personen, 
irgend  eine  Person  lebt,  und  es  sollen  zusammenge- 
nommen werden  die  Rente  für  die  Verbindung 
nach  m,  die  Ueberlebensrenten  aller  Verbindungen 
nach  m  —  I,  nach  m  —  2  etc.,  so  wie  endlich  die 
Ueberlebensrenten  aller  Einzelnen.  Ebenfalls  müs- 
sen, wenn  nach  der  Rente  der  längsten  Verbindung  zu 
2  unter  den  m  Personen  gefragt  wird,  zusammen- 
genommen werden  die  Rente  für  die  Verbindung 
nach  m,  die  Ueberlebensrenten  aller  Verbindungen 
nach  m  —  I,  m  —  2  etc.  so  wie  die  Ueberlebens- 
renten aller  Verbindungen  zu  zwey.  Man  erhält 
also  hier  dieselben  Ausdrücke,  die  man  nacli  1^.  232 
elc,  erhielt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  hier, 
anstatt  der  Dauer  der  Existenzen  und  Coexistenzeii, 
die  Leibreuten  und  Verbindungsrenten  gesetzt  wer- 
den müfseu. 
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Danach  wird  also  allgemein  die  Rente  der  läng- 
sten Verbindung  nach  n  bey  einer  anfänglichen 
Verbindung    von    n  "f*    x    Personen    = 

S.iW ~    S.l  nTT  H —  "^  '        5.iN  t  II 

I  1.3 

n  .  n  +  I  .  n  +  2  

_    Lll._I .   <,^K  N  4-  III   4-  . .    + 

1.2.3  — 

n.n-J-   I   ..  nfx  —   i 


A  N  t  ^. 


Man  hat  folglich  die  Rente  des  einzelnen  Längst- 
lebenden    bey    einer    anfänglichen    Verbindung  von 

2     Personen    A    und    B    =    S,X  \    —    X II  =  A  a 

-f-    A  b    —    /l  JTb   (Vergl.  §.   177). 

Die  Rente  des  längstlebenden   Einzelnen,  bey 
einer  anfänglichen  Verbindung  von  3  Personen  ABC, 

ist  =   S.Xl  —   5.An  -f  A  m,  =    (A  a   -f   A  b  4- 

Ac)    —    (\ab    -f"    ^ac    -j~    >-  h  c)  -\-  l  dih  c,  die 

Reute  der  längsten  Verbindung  zu  zwey  ===   S,X  II 

—     Alli    =    (Aalj+P^    ac    -f    Abc)     — 


3     A  a  b  c, 

Bey  einer  anfänglichen  Verbindung  von  4 
Personen  A,  B,  C,  D  wird  die  Rente  des  längstle- 
benden Einzelnen  =  S.\l  —  S.\\l  -f-  S.X  III  — 
X  IV  =  X  a  -j-  A  b  +  A  c  4-  A  d  —  (A  ab  4-  K  ac 
4-    X  ad    4-  A  bc    4-    X   bd  4-  A  cd)  4-  (A  abc  4- 


Aabd4-    Aacd4"^t)cd)    —    Xabcd?     die 
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Rente  für  die  längste  Verbindung  zu  2   =  5,^11 
I  '         I  .  2 


-f-Aäd  +  ;ibc4-;ibd-f-Acd  —  2(A  abc  + 
X  abd  4"  X  acd  -f-  A  bcd)  -4"  3  ^  abcd,  und  die 
Rente  für  die  längste  Verbindung  zu  3  =    »S.A  III 

3  .TT? 


—     KiV  z=z  X  abc    -|~    ^  ^^<i    -J"    ^  ^  *'  ^       "i" 

?v  bcd  —  3   X  abcd  etc.   etc. 


^.  280. 

Wenn  alle  Personen  von  gleichem  Alter  a  sind, 
und  die  Anzabl  derselben  im  Anfange  z=:  m  ist,  so 
ist  die  Anzahl  der  einzelnen  Existenzen  und  Leib- 
renten =  m,  die  Anzahl    der    Paare    und    Verbin- 

m  .  m    —   I 
dungsrenten  für    2    Personen    =: > 

die  Anzahl  der    Conteruationen    und    Verbindungs- 

m  .  m  —   I  .  ni  —  z 
renten  für  drev    Personen  :=: — —  > 

■'  1.2.3 

so  wie  überhaupt  die  Anzahl   der    Vereine    nach  n 
und  Renten  für    diese  Verbindungen    zzz 

m.m  —  I  ..  m  —  n  f   i  .  -^  ,, 

,       1'  ur    diesen    r  all 

I      .      2      .     .      n 

erhält  man   also  die  Rente  des    längstJch enden   FAn- 

zelnen  bey  einer  anfänglicheu      Verbindung    von  m 
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111                           m  .111  —  I 
P  ersonen  = A  a    —     ■ *     A   a*     4- 

I  1.2 

ni .  m  —  I  .  m  —  2       ,    ,   ,        ,  m.m —  i  ..  i  , 

Aa'  -j- ..  -\ Aam. 


1.2.3  —     1.2  ..m 

"Wird  die  Rente  der  längsthest ehendeji  Verhbi' 

dang  nach  n  unter  Personen  von    gleichem    Alter  a 

gesucht,  so  ist  die  Anzahl  der  Verbindungen  nach  n 

ni .  in  —  I   .  .  111  —  n  "f   i 

initer  ni  Personen  z=z  -— •> 

1.2     .  .     n 

die     Anzahl    der    Verbindungen    nach    n    f    1    = 

m  .  ni  —  I  .  .  m  —  n 


etc.      Folglich  wird  die 
I   .  2      .   .     n   t    I  ^ 

Rente  der  längstbestehenden  Verbindung  zu  n  unterm 

m.m  —   I  ..  m  —  n   f   i 
Personen  m X  a"     — 


11 

m.m  —    I  .  m  —  n 

+ 

I 

1.2      .   .      n    f     I 

n  .  n  f   I 

m.m  —  I  . .  m  —  11  —  1 

1      .      2 

1.2      .  .      n   f   2 

,    "."  t    I 

. .  m  —  I       m.m  —  i  ..  i 

1,2  ..  m  —  n 


§.  281. 

Auf  eben  diese  Weise,  und  übereinstimmend 
mit  den  '^.  ^.  233  etc.,  hat  man  bey  einer  anfäng- 
lichen Verbindung  von  m  Personen  die  Rente  auf 
das    längste     Ueherleben    oder    die   Alleindauer   des 

Einzelnen  z=:  S  ,Xl  —  2  .S.Air-|-3    S  .  aHI    — 
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4  54  IV  -|-  .  ,  4"  '^^  ^  ^^i    imgleichen    die    Rente 

auf  die  Alleindauer    der   Verhindung    zu  n  bey  ei- 
ner  anfänglichen    Verbindung    von    n    -J"    x     =: 

nfi  ■- — •      .    n+Ln  +  J  ■ 

S.x^ ! —  5aNtI+- —    5.^NtII 

I  1.2 

n  t   1  .  n   t    2  •  "  t  3 


I      .      2 

n  f  I   .  .  n  f  X 


S.-K  Nflll  -^  ,.  + 


ANfX. 


§.  282. 

Sind  alle  Personen  von  gleichern  Alter  a,  so  ist 

wieder  die  Summe  der  Verbindungen    nach  n    unter 

der    anfänglichen    Anzahl    m ,     r=r 

m  .  ni  ' —  I  , ,  m-  —  n  f   i 

" ,  und  man  kann,  wie 

1.2     .  .     n 

in  §.  280^  hienach  diese  Summen  angeben,  wodurch 

man  also  die  Rente  auf    die    Alleindauer     der  Ver- 

ni.m  —  I  ..  m  —  nfi 

bindunff  zu  n  erhält  ^=- . — —■ Aa" 

I  .  2      .  .      n 

nti  m.m  —  i,.m    —   n 

— .  — A  anfi    4- 

I  I     .    2        .    .       U    7    I 

11  j  i.n  f  2        m.m  —  i    ..  m  —  n  —  i 


1,3  I    ,  2      .  ,      n    f   2 


Uwfi 


$.  283. 
Wenn  man  bey  einer  anfänglichen  Verbindung 
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von  n  f  X  Personen  den  Werth  der  Rente  auf  die 
Dauer  der  längsten  Verbindung  zu  n,  wozu  irgend 
eine  hestinimte  Persony  z.  B.  A,  geJiört,  sucht,  so 
hat  man  denselben,  in  Ueberelnslimmung  mit  §.  236? 


=    SA  a.N  —  1  — 5  .  A  a  .  N     + 


n  —  i.n  n  —   i.n.n  f   i 

.  S  .  X   a  .  N  i  I  — X 

1.2  1.2.3 


i.n..n  f  X  —  2       — _ 


5.Aa.NtII  —  ..  H Aa.NtX— I. 


Also  ist  der  Werth  auf  die  Verbindung,  worin 
A  allein  enthalten  ist,  da  hier  n  =r  I,  folglich  alle 
Glieder,  worin  n  —  I  vorkömmt,  ^zz  0  sind,  :=z 
iSA  a    :=   A  a. 


§•  284. 

Ebenfalls  hat  man  aus  den  nämlichen  Gründen 
die  Rente  auf  die  Alleindauer  der  Verbindung  nach 
n,  worin  A    enthalten  ist,    bey    einer    anfänglichen 

Anzahl  von  n  f  x  Personen  sm   5.Aa.lSl  —  1  — 


n 


n  .  n    -f    I 


5  X  a.N  4-  '- .     5  .  A  a  .  N  t  I     — 

I  '  I       .        2 

n  .  n    "f    I.n   +   2  

. L_ L SA  a.N  t  11  -j-  ..  4^ 

1.2.3  *  •  ^ 

■n  .  n   f    I    . .    n  f  X  —   t 


-^Xa.NfX—   I. 


Folglich  wird  auch  der  Werth    der   Rente    auf 
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die  Alleindauer  von  A,   da  hier  n  =  I  ist,  r=:  Ka.  — 


S.X  a,I  4-  5A  a.II  —  S.l  a.lll    -f-     S.K  a.IV  —  .  . 

§•  285. 

Wenn  der  Werth  des  Antheils  einer  bestimm- 
ten Person  A  an  der  Rente  des  Längstlebenden  un- 
ter ni  r=:  n  f  x  Personen  gesucht  wird,  so  findet  man 
denselben  folgenderniaafsen.  Es  besteht  dieser  An- 
theil  I)  aus  der  ganzen  Rente  auf  die  Alleindauer  von 
A,  2)  aus  der  Hälfte  der  Rente  auf  dieAlleindauer  der 
Verbindung  zu  2j    worin  A  enthalten  ist,  3)  aus  ~  der 

Rente  auf  die  Alleindauer  der  "V  erbindung  zu3, worin 

I 
A  enthalten  ist,  etc.  n^  aus der   Rente  auf  die  Al- 

n 

leindauer  der  Verbindung  zu  n,  worin  A  begriffen 
ist,  etc.  "Wenn  man  also  die  Werthe  der  Renten  auf 
die  Alleindauer  aus  dem  vorhergehenden  §.  nminit, 
so  wird   dieser  Anthed   für    A  zn 

A  a    —         5.x  ^TÄ   +  S  .1  TTlT       1 


\ 


4-    f5.-la.I    —    f.25.Aa.lI         l,s 

—      s,\  I7in  +       s.\  ^v  —      5.x  aTv  4- 

4-  |.3  5.;iüTl  —  f. 4  s,i  Z!v  4-f.5  SX^N  — 
—  f.3  5.xrin  +  f.ö^.AaTlV— f.IO^.X^V  4- 

4-  i  s.i  üTI  —  \A sxZ\N -^\.\osjI^  — 

4-  f    S.lZlN  —  f. 5  sx  7n  4- 

+   \  S.\  ä.V  — 
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f  5 . X  rriv  —  i  s.i  TTv  +  . . 

Da  die  Verbindungsrenten,  wie  aus    der  Ablei- 
tung folgt,  immer  um  einen  Grad  steigen,  und  zwar 


bis  zu  A  a .  M  —  I,  welches  das  letzte  Glied  ist> 
so  kömmt  es  nur  darauf  an,  allgemein  die  Summe 
der  Theile   des  Coefficienten  jedes  Gliedes  zu  finden. 

Wenn  das  unbestimmte  Glied  z=z  C  5  .  A  a  .  R  ist, 
so  besteht  der  Coefficient  C  aus  r  •]•  i  Theilen,  wo- 
von der  letzte    allezeit    bejaht   und   =     ; — ,  die 

r  7  I 

übrigen  aber  abwechselnd  verneint  und  bejaht 
sind.  Jeder  dieser  übrigen  Theile  ist  ein  Product 
avis  zwey  Factoren,  wovon   der  eine  von  unten    an 

I  I  I 

nach  der  Reihe >  • ?  etc.,    der    andre 

r       r — X        r — 3 

aber  ein  Binomialcoefficient  ist ,  defsen  höchster 
Factor  im  Zähler  nach  $.  234  =  r,  und  defsen  höch- 
ster Factor  im  Nenner  von  unten  auf  nach  der 
Reihe  I,  %  3  etc.  ist.  Also  bekommt  der  Coefficient 
im  Allgemeinen,  die  Theile  von  unten  an  genommen, 

I  I        r 

folgende  Form :  C  =: •  ■ —    -1- 

^  r — I  r         I        ' 

I  r.r — I  I  r.r  —  i.r  —  3 

r — i 


I  r.r    —    I 

1  .  3 
I  r.r  —   I     .  .      I 

l  I  .  3      .  .     r 


Folglich     wird 
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—                            r  t   I     .       r  f  I  .r 
(r  +    0    C    +  I    =  I ^-     + 


I         ■       I      .     a 


r  f  I  .  r  .  r  —   i  -—  r  f  i.r        r  f  i 

+  •  •  +  : — T  "1 — : 


1.2.3  I     .     2     -5-  I 

4I  I)  ==  Cl— r>ti  =  0,  also  (rfi)  C  =_+   I,  und 

C  :=  +    ■ — ; —  .     Hienach  ist  jedes    rte  Glied  oh- 
—    r  f  I 

I 


ne  Ausnahme  =  -j ; —   S .X   a  .  R,  wo  das  obe- 

—  r  7    I 

re  Zeichen  steht,    wenn  r    gerade,    und    das  untere, 

wenn  r    ungerade    ist. 


$.  2S5.  b. 

Wenn    alle    m    Personen    von    gleichem    Aller 
sind,  so  bleibt  zwar  in   dem  obigen  Ausdrucke    das 


erste  Glied  unverändert,   dagegen    ist    S  ,  l  s.  .1   = 

A  a~,    denn    es    giebt,  aulser  der  einen 

1  o       ' 

Person  A,  noch  ni  —   l  andre,  mit  deren  jeder  die 

eine  Person  verbunden  ein  Paar  ausmacht,  SJ.  a.II  =: 

m  —  I  .  m  —  2 

•-— Aa',  wen  unter  den  gedachten 

1.2 

m  —  I  .  m  —  2 

m   —    I    Personen     ■ Paare  sind, 

1.2 

mit  deren  jedem  in  Verbhidung  die  eine  Person  ei- 
ne Conternation  ausmacht,   so   wie  überhavipt  S\  a.N 

ni  —   i.m  —  2  ..   m  —  n 

S3= l  ant*.      i'ur  diesen 
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Fall  wird  also    der    Antheil    des     Einzelnen  an  der 


m  —   I 

I 
2 

A  a=     -{- 

I 

m    —    I   .  m    —    2 

t 

A  a»     — 

I           .           2 

3 

m    —    I  .  m    —   2.m    —    3 

I 
4 

Aa4    4-    . 

1.2.3 

-j l  am  . 

—  ni 

Anm.      Eben  dafselbc  Resultat  würde  man  erhalten,  -wenn 
man  den  im  §.  28«  angegebe neu  Ausdruck  für  den  ganzen  Werth 

m.ni  - 1 

der  Rente  des  Längstlebenden,  nämlich  m    ;i  a  —  Xa* 

1.2 

+     m.m  —  i.m  —  2                    m.m- i.m-2.ni-3 
Xa»  — Xa* 
1.2.3                          1.2.3.4 

•j-   .  .,   mit  m,   als  der  Anzalil  aller  Personen  von  gleichem    Al- 
ter, woi-aus  die  ursprüngliche  Verbindung  bestellt,  dividirte. 


§.  286. 

Würde  nach  dem  Werlhe  der  Rente  auf  die 
längste  Verbindung  nach  n  gefragt,  worin  die  q 
hestimmten  Personen  ABC  .  .  enthalten  sitid,  und 
wäre  die  anfängliche  Anzahl  der  Personen  r=  m, 
so  hat  man  nach  §.  236?  wenn  die  Rente  für  den 
Verein  der  q  bestimmten  Personen  mit  K  Q,  imglei- 
chen  die  Rente  auf  die  Verbindung  dieser  Personen 
zusammengenommen  mit   irgend  n  —  q    vinter  den 


übrigen  m    —  q  mit  K  Q  (N  —  Q)  etc.  bezeichnet 
wird ,    den    Werth    der    gesuchten    Rente    = 
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5.AQ.(N-Q)   -  ■  "  ^  ^      5.;.  Q.CN  -  Q -j- 1) 


q  .  n    —   q  t 


I 


+    Y-:    ^^  5.AQ.CN.QtlI)-.. 

Wenn  n  nr:  q  ist,  d.  h.  wenn  die  Rente  auf 
die  längste  Vei^bindung  nach  q,  worin  die  Personen 
Q  allein  enthalten  sind,  gesucht  wird,  so  erhält  man 
dieselbe  z=  S.?.  Q  =:  kQ. 

§.  287. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  die  Rente  auf 
die  Alleindauer  der  Verhindung  zu  n,  ivorin  die  q 
bestimmten  Personen  ABC.,  enthalten  sind,  wenn 
diese  Personen  wieder  mit  Q  bezeichnet  werden,  r=: 
n  -  q  t  I 


5.x  Q.CN  —  O) — S.-K  Q.rN  — Q  t  I) 


I 


n  —  q  f  i.n  —  q  "^ 


4-      LI __2_i S'.AQ.CN— Qtll)  —  .. 

1.2 

Folglich  wäre  wieder  der  Werth  der  Rente 
auf  die  Alleindauer  des  bestimmten   Vereins   Q    für 

sich,  da  hier  n  r=  q  ist,  =  ;.Q  —  S.l  Q.I  +  S.\  Q.Il 

—  s.k  oTiii  4- . . 

§•  288. 

Wäre  also  die  Reute  solchergestalt  constituirt, 
dafs  sie  bezahlt  werden  sollte,  so  lange  aus  einem 
Verein  von  m  Personen  noch  irgend  q  zusammen- 
leben,   und    würde  sodann    nach    dem  Antlicil    der 
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Verbindung  von  q  hestimmten  Personen  ABC  .  ., 
die  wieder  mit  Q  bezeichnet  werden  möj^eu,  gefragt, 
so  niülste  man  zusammennehmen  I)  die  Rente  auf 
die  Alleindavier  der  Verbindung  von  Q,  2)  die  Rente 
auf  die  Alleindauer  der  Verbindung  von  Q  mit  irgend 
einer  der  andern  m  —  q  Personen,  dividirtmit  der 
Anzahl  der  in  q-f-I   enthalteneu  Verbindungen  nach 

q,  d.   i.  mit ,  3)  die  Rente  auf  die  Allein- 

^  I 

dauer  der  Verbindung  von  Q  mit  irgend  zwey  der 

übrigen  Personen,  dividirt  mit  der  Anzahl  der  Ver- 
bindungen   nach    q    unter    q    -j-    2  ?     also    mit 

q-}-2.q,  t^  -Ti  r- 

— ,  4)  die  Rente  auf  die  AUeindau- 

I    .    2 

er    der    Verbindung    von    Q    mit    irgend    drey    der 

...          .^i'3'<li*-'4'|'i 
übrigen«  Personen,  dividirt  mit 

^   •   -  •   3. 
etc.        Folglich    wäre     der     gesuchte     Antheil     :=z 

iq    —  5.AQ7l-f  5.AQ".n1 

''         -4 — I—  s.\ Ol ~ —  z s.\  oTn 


I    .    2 


S.X  Q.II 


qfa.qti  "^         J 

f.  5.^(piit  5.xg7iv-.. 


h 


q  t   I  "^  q   t    I       ^        ^ 


1-2  —  V 


M        qi2.qf  I  ^  qf  2.qt  I  ^ 


J 


qtS-qt^.qti    •  qt3.qt2.qti  ^ 

qt'4. -qt  I       ^-  - 
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Die  Summen  der  Verbindungsrenten  folgen  hier 
Avieder  der  Ordnung  nach  auf  einander  von  S.X  Q 
1=    X  Q     an    durch    jeden    höhern  Grad    bis    zu 

Ä-.X  Q  (M  —  Q)  ^  AM.      Bezeichnet  man  ferner 

ein  unbestimmtes  Glied  mit  C  S.X  Q.R,  so  ist  der 
Coefficient  oder  C  eine  Summe  von  r  -j-  I  ab- 
wechselnd bejahten  und  verneinten  Producten,  wo- 
von jedes  wieder  aus  zwey  Producten  zusammenge- 
setzt ist.  Das  erstere  Product  im  ersten  Theile,  von 
unten  an  genommen,  fängt  im  Zähler  mit  l  an  und 
geht  nach  der  Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  bis 
r  fort,  im  Nenner  aber  fängt  es  mit  q  -f~  ^  ^^^  und 
geht  nach  der  Ordnung  der  natürlichen  Zah- 
len brs  q  -|-  r  fort.  Das  erstere  Prodi^ct  im  zwei- 
ten Theil  von  unten  fängt  wieder  im  Zähler  mit  I 
und  im  Nenner  mit  q  -f-  I  an,  geht  aber  nach  der 
Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  im  Zähler  nur  bis 
r  —  I  und  im  Nenner  bis  q  -J-  r  —  l  etc.  Das 
andre  Product  des  ersten  Theils  von  unten  ist  ein 
Binomialcoefficient,  der  im  Zahler  mit  r  anfängt  und  im 
Nenner  mit  r  aufliört.  Das  andre  Product  des  zweiten 
Theils  jvon  unten  ist  ein  Binomialcoefficient,  der  im  Zah- 
ler mit  ranfängt  und  im  Nenner  mit  r — i  aufhört,  etc. 
Also  ist  überhaiTpt,  die  Theile  von  untenan  genommen, 

C  ZZ  '        •    •       ^  Y         .      .  l _ 

~   q  t  I    .  .   q  t  V  *  I      .     .     r 

1     .  .      r  —   I  r     .  .     2 

t •    ^ '  -T- 

qfi..qfr  —   i  i      ..r  —   i 

I      .  .      r  —   2  r     .  .     3 

■qti      ..     qfr  —   3  i     ..     r  —  2 
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1  r    — 

..  +  — r +  I  = 

—  q   t    I        I 


r 


r 

» 

• 

1 

q  t  I 

• 

• 

q  t  r 

+  — r 

r 

_^ 

•      3 

-   ., 

q  t  1      '.     q  t  r  — 

—  .  ,  -f-   — ~ f-    I),    welche  Reihe  =:=   -}-  — --^ 

—  q  t  I  —  qfr 

ist,  (S.  die  Anmerkung  unten),  und  steht  das  obe- 
re Zeichen,  wenn  r  eine  gerade  Zahl  ist,  das  unte- 
re aber,  wenn  r  ungerade  ist.  Hiernach  wird  also 
der  Rentenanthell  der    bestimmten    Verbindung   Q 

=  ;in ^   s.l  Ol  +  -4-  s.\  oTii  — 

^qti         "^  qt2 


— ; —    S.X  Q.III  4-  .  .     (Setzte  man  hier    q  rrr  t, 
q  t  3 

so  erhielte  man,  wie    im  6.  285?   C  =   • 9  Und 

r  f  I 

den  Rentenantheil=rAa  —  ~Sl  a.I  4-  f    'S'A  a.ll  —  , .). 
r  .  r    —    I     .    .      I 


Anm,  Dafs 


qfi'qt*   ••    qfr 

r.r  —  I     ..     i  r.r  —  i     ..     3 

+ 


qf  l.qfi  ..  qtr— I          qti.qfa    ••    qf»'— » 

••  ^  q  t   i.q  t   2    "'^q  t    t    i    ^    "^    "^ 

q       ^ 

ist,  erhellet    folgendermaafsen.       Es   ist    nämlich  tlid 


q   t  r 

r.r  —  i    . .    1 

Summe  der  beiden  ersten  Glieder,  oder 


q t i.qt*  ••  qfr 

r.r    —    1      .  .      2 


qfl.qt»      ..qti'    —    I 
II.  T 
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r  .  r  —   I     .  .     I  (q  f  r)  r.r  —  i  . ,  2 


q  f  r.q  f  2  . .  q  f  r  q  -f   i.q   -}•    2     .  .     q  f  r 

(q  f  r  —   i)  1' .  r  —  i     .  .     2 

""  qf1.qt2u.qt'* 

r.r  —   I      .  .     2  I 


qti-qt-      ••      41"^    —   2        qt^'* 

Ferner    ist    die    Snmme    der    drey    ersten     Glieder  — 

r.r    —    I      .   .      2  I 


qt^'^lt^     ..     qfr   —    2           qt^ 
,       r .  r  —  I     . .      3 ^ 

qti-qt^'-qtr—  2       "~ 

r.r  —   I      -   .      2  I 


qt'-qt^    ..    qfr  —  2       qf!" 

(q  t  i")  '^•r  —   I      •  •      3  I 


^   q    ti-qt2..qtr—    2  qfr 

(qfr  —  2)  r.r  —    i      .  .      5  i 


q  t  i-q  t  2     .  .     q  t  *■  —  2  qfr 

r.r  —   I      .   .      5  I 


qti.qf2      ..qfr—     3  qfr 

etc.      Auf  die  nämliclie  Weise  hat  man  die  Summe     der    n  er- 

■       ,.  ,       ,  r.r  —  I     .  .     n  i 

sten    Glieder     -+- ■ .  , 

—    qt  i.qf  2    ..   qf  r—  u     qfr 

wo  das  obere  Zeichen  sieht,  wenn  n  ungerade,  und  das  untere, 
wenn  n  gerade  ist,  und  der  erstere  Bruch-  im  Nenner  einen 
Factor  weniger  hat  als  im  Zähler.      Bey  dem  r  —  iteu    Glie- 

r  .  r  —   I 

de  ,   welches ; ;; ,     wird    also     die     Summe 

<    q  f  i-q  f  2 

_--r.r  —   I  I  — 

~T~     T *    ; •  •      Dann     ist  -f- 

q   f    I  qfr 

r  .  r  —    1  r  _         .r .  r    —    i 

-j ::;::^    _L    .  .    j, 

q  t  i.q  f  r    —  q  f   I  ^       q  f   i.q  t  r     — 
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Cq  f  r)  r  r 

— — ■ =    -f-     ; ,  und  endlich  -r 

q  t  i.q  t  r  —    q  t  i^  — ' 

r        —  — —       q 


q  t  r  q  t  r 

§.   288.  b. 
Wenn  alle    m   Personen  von    gleichem  Alter  a 
sind,  so  ist  in   dem  vorhergelienden  §.    SA  Q.I  =: 

m  —  q  .  ,.       ,       .  r, 

'  l  aqfi,  indem  die  q  bestimmten  rersonen 


mit  jeder  der  m  —  q  übrigen  eine  Verbindung 
nach  q  t  I  ausmachen  und  die  Summe  dieser  Ver- 
bindungen =  m  —  q  ist ;  ferner  ist    S.l    Q.II    = 

m  —  q.m    —    q  —   i 

^.aqt2,  weil  es  unter  den 

m  —  q.m  —  q  —   i 
m    —   q    rersonen   ■ 


Paare  giebt,  mit  deren  jedem  in  Verbindung    die  q 
bestimmten  Personen    eine  Verbindung  nach  q  t  * 


ausmachen;    eben   so    wird    S.l    Q .  III    := 

m  —    q.m  —  q    —    i.m  —  q   —  2 

i ^aqt3,  aus 

1.2.3 

dem  nämlichen  Grunde   etc.     Also    wird    in    diesem 

Falle  AQ ^—.S.l  QJ  -\ ^—  .  SA  O'.'lT  — 

qfi  qt» 

q  q        m— q   , 

-—-.  SA  Q.m  4-  ..  =  Tvaq -^ ^X 

q  t    3  ^  »  qti  X 

T   2 
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q  m  —  q.m  —    q  —   i 

Tvaqfi   4-    — < ■ Xaqfa 

q  t   3  I      .      a 

q         ni  —  q.m  —  q  — ^  i  .m  —  q  —  2 

—     — - X  a  q  t  3 

q  t  3  1.2.5 

-4"  .  .  (Setzte  man  hierin   q  =:   l,  so    erhielte    man 
den  bereits  im  §.  285«    b,    angeführten    Ausdruck). 


§.  289. 

Wenn  nach  dem  gänzlichen  Abgange  einiger 
bestimmten  Personen  andre  mit  ihnen  verbundene 
eine  Rente  auf  das  längste  Leben  oder  irgend  eine 
bestimmte  längste  V^erbindung  geniefsen  sollen,  so 
nehmen  die  Ausdrücke  dafür  eine  von  den  vorher- 
gehenden  verschiedene  Form  an.  Da  Fälle  dieser 
Art  selten  vorkommen,  so  scheint  es  nicht  nöthig, 
eine  allgemeine  Regel  dafür  aufzustellen;  in  den  ein- 
zelnen Fällen  kann  man  die  Renten  für  diejenigen 
Verbindungen  zvisammennehmen,  die  unter  der  ge- 
gebenen Bedingung  enthalten  sind.  Sollten  z.  B, 
nach  dem  gänzlichen  Abgange  von  F  und  G  die 
Personen  A,  B  und  C  die  jährliche  Rente  geniefsen, 
so  lanse  Irgend  eme  von  ihnen  lebt,  so  müfste  man 
zusammennehmen  die  Leibrenten  für  die  Fälle,  I) 
wo  eine  Person,  A,  B  oder  C,  allein  lebt  und  alle 
übrigen  todt  sind,  2)  wo  zwey  überlebende  Perso- 
nen ,  also  AB,  AC  oder  BC,  existiren  und  die  übri- 
gen verstorben  sind,  3)  wo  alle  drey  Ueberlebende 
existiren  und  die  beiden  zu  überlebenden  Personen 
otdt    sind«  Hienach    erhielte    man    dengesuchten 
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Werth  =  (Aa  -\-  Ab  -f-  Ac)  —  (ll^  '-f  A  "^  +  A  b^ 

-j-  A  af  -f-  X  ag  -f-  X  bf  -[-  X  bg  -[-  \  cf   +    A  cg) 

-}-  (A  abc  -f-  ^  a^f  4"  ^  ^^g  +     A  acf   -|-  A  acg  -f" 

Abd'+Xb^-f  Adg  4-\b%-f-Acig)  — rA  äi7^ + 

h  abfg  -f-  ^  abcg  -j-  A  acfg  -f-  X  bcfg^  -f~  A  abcfg.  Wenn 
man  die  vorherangegebenenBezeicbiiungen  gebraucht, 
und  dabey  dieüberlebendenPei'sonen  durch  eingeklam- 
merte Zahlen  andeutet,  so  kann  man  den  angeführ- 
ten   Wertli    ausdrucken    durch: 

s.K  (I)  — s,\  (ir.~{-s.\  (III) 

—S.K  (I)I-f>S".X  (II)I— .»v.A  (III)I 

4-5.A  (1)1  r_6\A  cii;ii  +  s.i  (111)11. 


§.  290. 

Die  vorhergellenden  ^.  §.  enthahen  die  theore- 
tischen Regehl  zur  Berechnung  der  Toiitiuetu  Ge- 
■vvöhnHch  wird  aber  die  Tontinenrente  nicht  nach 
Verbindungen,  sondern  unter  die  einzelnen  Perso- 
nen vertheilt,  wenn  gleich  unter  gewifsen  Bedin- 
gungen mehrere  Personen  in  eine  Art  von  Gemein- 
schaft treten  können  ,  wovon  weiter  unten  geredet 
werden  wird.  Auch  werden  meistens  nur  Perso- 
nen von  gleichem  oder  beinahe  gleichem  Alter  in 
eine  und  dieselbe  Clafse  aufgenommen,  wo  man 
dann  irgend  ein  gemeinschaftliches  Alter  zum  Grun- 
de legt.  Für  eine  solche  Tontine  gilt  also  die  im 
§•  280  angpfühi  tp   Formel,   wonach  der  V^''"erth  der 
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Tontinenrente,  die  jährlich  mit  I  bezahlt  werden 
soll,  wenn  a  das  Alter  der  Tontinisten  und  m  ihre 
anfängliche    Anzahl    bedeutet ,    z=r    m    A  a    —    , 

ni.ni  —  I  m.ni  —  i.ni  —  3 

<— •    Aa*  H ^a* 

1.2  1.2.3 

—  .  .  4"  1^^  ^  am— 1  -j-  A  am ,  und  der  Antheil  eines 

.  .  ni  —  I 

jeden  Enizelnen    =    X  am    —  — A  a*     4- 

1.2 

ni  —    i.ni  —    2  -— 

A  a'    —    .  ,    "j-    A  am— I     -|- 


1.2.5 

I 

-^— .  ^  am    ist.  ' 
m 

Es  hat  jedoch  diese  Formel  eben  so  viel  Glie- 
der .'ds  die  Anzahl  der  in  Verbindung  tretenden 
Tontinisten  Einheiten  enthält,  und,  da  diese,  um, 
die  Einrichtung  für  die  Theilnehmer  anlockend  zu 
machen ,  gewöhnlich  ziemlich  grofs  angenommen 
wird,  so  ist  auch  hier  eine  Anwendung  der  theore- 
tischen Regeln  mit  beinahe  unüberwindlichen  Schwie- 
rigkeiten verbunden.  Bey  Berechnung  der  Tontine 
fÖr  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Personen  wird 
man  daher  mit  einer  Nähet'ung  zvifrieden  seyn  müs- 
sen, vmd  es  scheint  am  natürlichsten  und  bequem- 
sten, liiebey  die  Zeitrenten  auf  das  längste  Leben, 
dafselbe  nach  der  Hypothese  berechnet,  zum  Grun- 
de zu  legen,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Sterbens- 
ordnung, welche  man  sonst  für  die  pafseudste  hält, 
'  folgendermaüfsen  zu  corrigiren. 
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Wenn  man  die  wahren  Werthe  der  Toiiliiien 
bis  zu  einem  gewifsen  Grade  hat,  und  dieselben  mit 
den  Zeitrenten  auf  das  nach  der  Hypothese  berech- 
nete längste  Leben  für  die  nämlichen  Verbindungs- 
grade vergleicht,  so  findet  man,  dafs  die  letzteren 
zwar  etwas  grÖfser  als  die  gleichnamigen  wahren 
Tontinenwerthe  sind,  dafs  aber  bey  gleichem  Alter 
der  Unterschied  um  so  geringer  wird,  je  gröfser 
die  Anzahl  der  Personen  in  der  Tontine  ist.  Wird 
nun  der  Werth  der  Tontine  für  einen  höhern  Ver- 
bindungsgrad als  man  genau  berechnet  hat  verlangt, 
£0  suche  man  die  Zeitrente  für  das  nach  der  Hy- 
pothese berechnete  längste  Leben  unter  der  gege- 
benen Anzahl  von  Personen^  wobey  man  die  Al- 
tersergänzung vmmittelbar  aus  der  zum  Grunde  zu 
legenden  Sterbensordnung  nimmt,  und  nehme  dann 
an,  dafs  der  richtige  Tontinenwerth  sich  zu  dem  eben 
gefundenen,  jedogh  mit  einer  Annäherung,  verhalte 
wie  der  bekannte  wahre  Werth  für  den  niedern 
Verbindungs^rad  zu  dem  Werthe  der  Zeitrente  auf 
das  hypothetische  längste  Leben  für  diesen  Verbin- 
dungsgrad. Wenn  W  den  gesuchten  Näherungs- 
werth  der  Tontine  für  die  Verbindung  nach  m  vmd 
H  den  gefundenen  Zeitrentenwerth  auf  das  längste 
Leben  für  denselben  Grad  bezeichnen,  auch  w  und 
li  die  nämlichen  genau  berechneten  Gröfsen  für  ei- 
nen niedrigem  Verbindungsgrad  n  bedeuten,   so  ist 


w         '" 
ziemlich  genau  W  =  (  -—-  )  H  ,     oder   wemi 

h  ' 
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maii    (__)    =Q  setzt,  W  =Q'    H.     Von  je  hö- 


"h 

herem  Verbiiulungsgrade  die  Werthe  w  und  h  ge- 
nommen sind ,  desto  mehr  näher  t  man  sich  dem 
wahren  Werthe. 

Es  ist  z.  B.  zvxfolge  der  von  Herrn  Brune  nach 
Deparcieux's  Sterbensordtmng  und  zu  4  Procent  be- 
rechneten Tabelle  derWerth  der  Tontine  für  3  Per- 
sonen von  40  Jahren  zm  19,014  j  das  längste  Le- 
ben  unter  den  drey  Personen  für  die  Altersergän- 
zung von  57,  nach  der  Hypothese  berechnet,  ist 
r=:  425  Jahre,  vmd  die  Zeltrente  zu  4  Procent  auf" 
diese  Zeit  z=  207324.      Folglich  hätte  mau  hienach 

Q  =(— ^' )*   =  0.81883.      Legt  man  die- 

^  20,324 

sen  Werth  zum  Grunde,  so  erhält  man    den  Nahe- 

X 

rungswerth  der  Tontine  für    vier  Personen    =:    Q** 

20,818  =  I9j7IO,  für  5    Personen    =    Q«.2IjII9 

1 
=  20,291   und  für  sechs  Personen  z:=z  Q^.2Ij32I 

-=  20j622.  Die  wahren  Werthe  sind  für  vier  Per- 
sonen =  19j548j  für  fünf  Personen  :;=  19,878  ^^^fl 
für  sechs  Personen  :=  20,105.  Bestimmte  man  in 
diesem  Falle  Q  aus  den  gegebenen  Werthen  der 
Tontine  für  vier  Personen,  so  erhielte  man  den  Nä- 
herungswerth  für  fünf  Personen  ;::=  20,082?  für 
sechs  Personen  aber  :i^  20j272.  Legte  man  in  dem- 
selben Beispiele  bey  Q  die  Werthe  für  fünf  Personen 
zum  Grunde,  so  hätte  man  den  NäherungswertU 
für  sechs  Personen  ^i— :  20j231. 


Von  Rent.  etc.  auf  mehr,  Leben,  0,97 

Die  hier  weiter  unten  folgende  Tc^belle  enthält 
unter  a  die  wahren  Werthe  der  Tontinen  bis  zu 
sechs  Personen,  so  wie  Herr  Brune  diese  Werthe 
nach  Deparcieux's  Sterbensordnung  und  dem  Zins- 
fufse  von  4  Procent  angiebt.  Auch  sind  darin  un- 
ter b  die  Näherungswerthe  nach  der  von  Brune 
angenommenen  Ptegel ,  die  weiter  unten  erwähnt 
werden  wird,  imgleichen  unter  h  und  k  die  Nä- 
herungswerthe, die  nach  der  obigen  Regel  ,  vmd 
z^'var  sowobl  aus  den  Tontinen  für  zwey  als  für  drey 
Personen,  berechnet  worden,  aufgeführt.  Man  sieht 
daraus,  dafs  die  Näherungswerthe  für  das  Alter  von  10 
Jahren  den  wahren  Werthen  ziemlich  nahe  komnien  j 
für  die  niedrigem  Jahre  sind  sie  etwas  kleiner  als 
die  wahren  Werthe,  wogegen  sie  für  die  höhern 
Jahre  gröfser  werden.  Geht  das  Alter  bis  zu  60 
Jahren  und  darüber,  so  sind  die  aus  den  Toiitinen 
für  zwey  und  drey  Personen  berechneten  Nähe- 
rungswerthe kaum  zu  gebrauchen.  Man  müfste  da- 
her, besonders  wenn  der  Werth  der  Rente  für  Per- 
sonen unter  10  oder  über  60  Jahre  gesucht  wür- 
de, die  Werthe  der  Tontine  für  fünf  oder  sechs  Per- 
sonen bey  Berechnung  von  Q  zu  Grunde  legen, 
wobey  der  Unterschied  nicht  so  beträchtlich  aus- 
fällt. 

Anm.  1,  Es  fehlt  jedoch  der  angegebenen  Methode  an 
derjenigen  Bestimmtheit,  welche  lür  die  Wifsenschaft  zu  wün- 
schen ist.  Doch  scheint  es  nicht  möglich,  hier  einen  bes- 
seren Ausweg  zu  finden,  wenn  mnn  nicht  die  Arbeit  überneh- 
men vviljj   die   Tuntinenwerthu  bis   zu  einem   solchen   Grjide  zu 
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berechnen,  dafs  der  Unterscliied  zwischen  den  Toulinen  und 
den  Zeitrenten  auf  das  längste  Leben  nadi  der  Hypothese  als 
unbeträchtlich  angeselien    -werden    kann, 

Florencourt  seV/.t  in  seinen  Abliandlungen  S.  i44  die  Grän- 
ze  des  längsten  Lebens  da,  wo  von  den  anfänglich  verbnndenen 
Personen  weniger  als  j  existirt.  Wenn  nun  A  die  zu  dem  nn- 
langlichen  Alter  der  Tontinisten  gehörige  Zahl  der  Lebenden 
lind  m  die  Anzahl  derselben  bezeichnet,  so  müfste  man  in  der 
Mortalitätstabelle  suchen,   zu  welchem    Alter  als   Zahl  der  Le- 

A 

benden    geliört,   oder  eigentlich,   wo  zuerst    die  Zahl  der 

2  m 

Lebenden    kleiner     als     wird,  um  diese  Gränze  des  läng- 

2    111 

sten  Lebens  zu  finden.  Die  Tontine  berechnet  Florencourt 
als  eine  Zeitrente  auf  das  von  ihm  angegebenermaafsen  bestimm- 
te längste  Leben,  Dafs  dies  nicht  theoretisch  richtig  sey,  er- 
giebt  sich  schon  aus  dem  Vorhergehenden,  Auch  weichen,  be- 
sonders v.enn  die  aniängliche  Anzahl  der  Tontinisten  klein  ist, 
die  solchergestalt  berechneten  Näherungswerthe  von  den  wahren 
Wcrthen  beträchtlich  ab.  Für  das  5oste  Jahr  ist  z.  B.  nach 
Deparcieux's  Sterbensordnung    A  ZZ  59G4;    danach   wird  also, 

A 

wenn  man  m  erst  m  5,  nachher  ZU  6  nimmt, das  einemal 

2  ni 

ZU  66i,  das  andremal  ZII  35o,  wovon  die  eistere  Zahl  zu  dem 

Altersjahr  82,  die  letztere  zu  85   gehört,  und  die  Zeitrente  zu 

4  Procent  auf  diese  Jahre  ist  einmalZZIiyiSyS,  das  andremal  ZZ 

18, 665,      Die  wahren   Werthe   dieser  Tontinen   sind    im    ersten 

Fall  ZT  16, 644,  im  zweiten  Falle  ~    17,992, 

Tetens  nimmt  in  seiner  Einleitung  etc.  S,  555  an,  dafs 
beinahe  die  Verbindungsrenten  der  aufeinanderfolgenden  Grads 
eine  geometrischeProgression  ausmachen,  so  dafs  ^a  :  Aa^  —" ' 
^.a^   :  Xa^,    und  überhaupt    Aa  :  Aa=    =    A  am  :  Aaiufi . 
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Wenn  man  nun •  t  setzt,  so    wird   der  Werlh  der 

l  a 

ni.m  —   I 
Tontine  für  m  Personen  rrr  m  Aa t    A  a    — 

I     .     2 

m  .  m     —     I  ,  m    —    2 

t2   ^  a    -[- 


_  1.2.3 

•  .    -f-   tm     \     A  a,   woraus  man  den  Wertli  der  Tontine  oder 

Aa 

W  =r  [i   —    (l  —  t)mj  ,  und  wenn  man  im  Neu- 

Aa4 

"er ■    anstatt    t   setzt,  W    = 

X  a 

aa)= 

[l     —     (l   —     t)m  j —    erhält.      Wenn    nun    m 

7\.  a- 

sehr  grofs  wird,  so  näbert  sich,  da  t,    und    also    auch   i  —  t, 

ein  ächter  Bruch  ist,  (1  —  t)^"  dem  Werthe  von  o,  und  wenn 

(K  a)2 

m.  Z^    00 ,    so   wird  W  IH .     Indefsen  trifft  die 

Xa^ 

Voran fsetznng,  dafs  die  Verbindungsrenten  der  aufeinanderfol- 
genden Grade  in  einer  geometrischen  Progression  forlgelieii,  bey 
weitem  nicht  zu.  So  ist  z,  B,  nach  Deparcieux's  Sterbliclikeils- 
tafel  und  dem  Zinsfufse  zu  4  Pioount  iür  das  Alter  von  lo  Jahren 

A  a^       16,152  X  a^  

0,849,  aber 


Aa  I9jOi8  X  a- 

14,107 


0,873  etc«,  und  weiterhin  nimmt  das  Vcrliält- 

16,152 

A  a*  io,2}ji 

nifs    noch  mehr    zu ;    es    Ist    z,    B,    • =:  • ■ 

Aa*  ii,29ii 

IZI  o,gioo.   Auch  wird,  dieser  Methode  zufolge,  nach  der  näm-> 

liehen   Stcrbensordnung  und  für  das   eben  angegebene  Alter  die 

(Xa)=  19,0182 

Grciuze  des  Wcrthes   der  Tontine  oder "^^  -     - 

A  a=  i6;,i5   2 
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:       22,092,   -wo^-cgen  die  {jeiiaue  Bcrccliniuig  den  wahren  Wei  th 

der  Tontine  für  sechs   Personen   schon   zu    25,029   H''^'-''»   Tür  a 

.   ,       (^.a)=  6,516» 

—  70  wud  --, =  — — =    9,876  , 

/a-  4,299 

wogegen  der  wahn?  Werlh  für  die  Tontine  von  sechs  Personen 
schon  HZ  11)^73  ist.  Diese  Unterschiede  sind  für  eine  Nähe- 
rung doch    zu  grofs. 

Herr  Brune  di-nckt  in  seiner  Berechnung   etc.   S.  i35   den 
Nühcrungswerth    der  Tontine,  wenn   ni    die     7\.nzahl    und  x  die 
Altersergänziuig    der    Personen    ist,    durch    W     ZZ 
1 

Q      J  aus,   und  bestimmt   Q    durchgangig  aus   den    gege- 

r^ 

benen  Werthen   der   Tontine  für  zwe}'  Personen,  nämlich   Q  ZU 

2    >.  a    —    X  a* 

( ■ )2.     Da  hier  aber  überall  die  Granze 

I 

/TT 

des     Werlhs    der    Tontine    für    das    gegebene    Alter ,     nämlich 

I 

f  ,   zum  Grunde  geleimt  wird,  so    fallen   im  Allgemeinen 

diese  Werthe  etwas  gröfser  aus  als  die  von  mir  angegebenen, 
Nach  dieser  Piegel  wird  z.  B.  der  Werth  der  Tontine  für  G 
Personen  vom  Alter  60  H.  iG,538;  nach  der  von  mir  vorge- 
schlagenen Methode  wird  er,  aus  der  Tontine  lür  5  Personen 
hergeleitet,  ZU  i5,i2i;    der  wahre  Werth  ist  ZZ    i5,i22. 

Anm.  2.  Wenn  bey  Tontinen  die  Personen  nach  dem 
Alter  in  CJalsen  eingetheilt  werden,  so  mufs  man  der  Sicher- 
heit wegen  diu  Berechnung  der  Clafsen  nicht  nach  dem  Mittel 
des  Alters,  sondern  nach  dem  jüngsten  Alter  der  Ciafse,  ein- 
richten. Wenn  7.  B.  die  Ciafse  für  die  Jahre  von  11  bis  20 
aus  hundert  Personen  bestände,  so  könnte  es  sich  zutragen, 
dafs  darunter  zwanzig  vom  Alter  11  wären;  rechnete  man  nun 
dgn  Werth   der  Tontine     nach  dem  ]\Iittelalter  von    lö   Ja'-ren, 
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so  erhielte  man  denselben  zu  4  Procent  sehr  nnlie  ZT  25,9Gf; 
dagegen  würde  die  Tontiiie  für  die  20  Personen  vom  Alter  ii 
allein  schon  beinahe  HI  3.5, gG4  seyn.  Für  Personen  unter  lo 
Jahren  mlifsle  man  also  die  Rente  so  wie  für  Neugebohrne  be- 
rechnen. 

Oft  wird  es  bey  Tontinep!anen  g  staltet,  dafs  mehrere 
Personen  zusammen  unter  einer  einzigen  Nummer  eingehen,  so 
dais  sie,  so  lange  eine  derselben  lebt,  an  der  Tontinenrente 
Antheil  nehmen.  Gewöhnlich  wird  dabey  festgesetzt,  dafs  al- 
le diese  Pei-sonen  in  die  Clafse  eintreten  sollen,  die  dem  Al- 
ter der  jüngsten  luiter  ihnen  zukömmt,  imgleichen  dafs  für 
jede  Person  eino  besondre  Actie  genommen  werden  solle,  und 
es  werden  meistens  eigne  Ablheilungen  Für  solche  verbundene 
Personen  errichtet.  Streng  genommen  sollte  dies  nicht  ge- 
stattet seyn,  da  solcle  verbundene  Personen  unter  sich  wieder 
eine  kleinere  Tontinengesellschaft  ausmachen,  und  weil  so- 
wohl die  Anzahl  der  unter  einer  Nummer  eintretenden  Perso- 
nen als  der  Unterschied  des  Alters  in  jedem  einzelnen  Verein 
verschieden  seyn  kann,  diese  einzelnen  Vereine  unter  sich  sehr 
ungleich  behandelt  werden,  wenn  sie  auch  jeder  nach  dem  Alter 
der  jüngsten  Person  eintreten,  Dabey  wird  ein  einzelner  Ver- 
ein für  die  ganze  Abtheilnng  um  so  lästiger,  je  gröfser  die 
Anzahl  der  Personen  und  je  kleiner  der  Unterschied  ihres  Al- 
ters ist;  wenn  z,  B.  vier  Personen,  jede  von  3o  Jahren,  un- 
ter einer  Nununer  eintreten,  so  ist  das  längste  Leben  unter  ih- 
nen nach  der  Hypothese  ZZZ  55|  Jahre  ;  wenn  zwey  Personen 
eine  von  3o,  die  andre  von  5o  Jahren,  unter  eins  eintreten, 
so  ist  ihr  längstes  Leben  nach  der  Hypothese  ZI  5cf  Jahre ; 
nach  der  gewöhnlichen  Einrichtung  aber  werden  beide  Parthiin 
in  die   nämliche    Clafse  aufgenommen, 

Indefsen  ist  die  angeführte  Einrichtung  gewöhnlich,  und 
wird  von  Familien,  die  das  elnzuschiefsendc  Kapital  gern  ge- 
meinschaftlich benutzen  wollen,  häufig  gewünscht.  Eigentlich 
solkc  man,   um   die  aus  dieser  Einricliliuig  entsleheiulon  Unzu- 
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träglichkeiten  so  viel  als  thnnlich  zu  vermeiden,  festsetzen, 
dafs  die  Clafse,  in  Welche  solche  Pai-thien  eingehen  müfsen, 
nach  dem  längsten  Leben  in  denselben  bestimmt  werden  solle» 
Es  lafsen  sich  aber  die  Regeln  für  diese  Berechnung  nicht 
■wohl  solchergestalt  angeben,  das  jeder  Interefsent  die  Richtig- 
keit des  Verfahrens  bey  seiner  Clafsificalion  beurthcilen  kann, 
welches  doch  für  ein  Institut  dieser  Ax't  zu  wünschen  ist» 
Man  könnte  jedoch  jenen  Unznträglichkeiten  einigermaafsen 
durch  die  Bestimmung  entgehen,  dafs,  wenn  zwey  oder  mehre- 
re Personen  in  einer  solchen  Parthie  von  gleichem  Clafsenal- 
ter  sind,  sie  zusammen  in  die  nächstjüngere  oder  eine  der  an- 
dei-n  Jüngern  Clafsen  eintreten  müfsten. 
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Tont  i  n  e  n  iv  e  r  t  h  e 

nach    Deparcieux'  s     Sterbensordnung 

zu    4    Procent. 

a,  Wahrer  JVerth. 

b,  Nnheriingswerth  nach    Bruneis  Methode, 
h  und  k,   N äheningsioerth  nach  §.  290. 


Alter 

2  Perso- 
nen 

3  Perso- 
nen 

4   Perso- 
nen 

5  Perso- 
iif.n 

6  Perso- 
nen 

0      a 

18^637 

21,173 

22,395 

23,018 

23,361 

b 

20,400 

21,343 

21,930 

22,330 

h 

20,463 

21,421 

22,009 

22,406 

k 
10      a 

21,976 

22,464 

22,791 

21,885 

22,707 

23,047 

23,227 

23^329 

b 

23,386 

23,581 

23,698 

23,83^ 

h 

22,690 

23,083 

23^314 

23,464 

k 

23,096 

23^324 

23^527 

20     a 

20,938 

21,847 

22,246 

22,467 

22,609 

b 

21,845 

22,314 

22,599 

22,792 

h 

21,902 

22,384 

22,671 

22,861 

k 

22,341 

22,637 

22,831 

30     a 

19^743 

20,691 

21,142 

21,408 

21,586 

b 

20,832 

21,399^ 

21,747 

21,982 

h 

20,872 

21,450 

2I5800 

22,033 

k 

21,310 

21,686 

21,938 

304 
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Fortsetzung. 


Alter 

2  Perso- 
nen 

17,976 

3  Perso- 
nen 

4  Perso- 
nen 

5  Perso- 
nen 

40      a 

19,014 

19^543 

i9j878 

b 

19,322 

20,033 

20,47s 

h 

19.338 

19,961 

20,498 

k 

19,710 
i7'-88 

20,291 

50      a 

15,464 

16,644 

17.701 

b 

17,136 

18,039 

18,603 

h 

I75I24 

18,027 

18,594 

k 
60     a 

12,345 

_^7i6l7 
14,296 

18,280 

i3'579 

14^774 

b 

i4j288 

15,372 

16,062 

h 

14^337 

I5?396 

16,074 

k 

9^873 

i4'78i 
10,592 

15,559 

70      a 

8,753 

11,096 

b 

10,759 

11,942 

12,713 

h 

10,696 

11,862 

12,631 

k 

80      a 

5,207 

11,043 
6,689 

11,929 

6,100 

7,113 

b 

6,908 

7'957 

8,662 

h 

6,845 

7'873 

8' 573 

k 

2,267 

7,221 
2,564 

8,000 

90      a 

i'847 

2,790 

b 

2,736 

3,330 

3,746 

h 

2,681 

3,260 

3'673 

k 

I    2,874 

3,321 

G  Perso- 
nen 

20,105 
20,770 

20,797 
20,622 
17.992 

i8>989 
18,982 

18,714 
15,122 

16,538 

16,545 
16,  loa 
11H75 
i3>255 
13,177 

1M63 
7,437 
9,165 

9,077 

8,569 

2,973 

4,052 

3,981 
3,660 
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Von 

Anw  art  sehn f teil  > 

die  vom  Lehen  mehrerer  Personen 

abhaji2:en. 


§.  291. 

Wenn  eine  Summe  =  I  nach  n  Jahren  unter 

der  Bedingung    ausbezahlt    werden    soll,  dafs    dann 

ein  Verein  aus  mehreren  Personen,  z.  B.  A,  B  ..  Dj 

noch  bestehe,  so  ist  der  jetzige  Werth    der  gedach- 

n       n  n 

ten  Summe    =  — 


A  B  . .  D  rn 

denn      ist  der  unbedinste  Werth  der  Summe 

rn  *-' 

I ,  die  nach  n  Jahren  bezahlt  werden  soll,  und  die 
Wahrscheinlichkeit,  dafs  irgend  ein  bestimmter  Ver- 
ein unter  den  Personen    A  B    .  ,    D    am    Ende    des 

n       n  n 

A-B—  .  .  D— 
Uten  Jahrs  noch  bestehe,  ist  rr:  - 


AB  .  .  D 

Sollte  dagegen  die  Summe  I  wieder  am  Ende 
des  nten  Jahrs  unter  der  Bedingung  bezahlt  werden, 
dafs  keine  der  Personen  A  B  . .  D  mehr  lebte,  so 
wäre    ihr    Werth  = 

II.  U 
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(A  —  A-  )  (B  —  B— )     .  .     (D  —  D— )     i^ 
A     B     .  .     D  rn       ' 

wo  der  erste  Factor  die  Wahrscheinlichkeit  ausdruckt, 
dafs  ein  bestimmter  Verein  am  Ende  des  nten  Jahrs 
ganz  ausgestorben  sey. 

§.  292. 

Wenn  die  Summe  1  am  Ende  des  nten  Jahrs 
fällig  wäre  unter  der  Bedingung,  dafs  A  noch  lebte, 
die  übrigen  Personen  aber  gestorben  wären  ,  so  hät- 
te man   den   Werth   derselben  z=z 


n 


A—    (B   —  B— )    .  .    (D   —    D— ) 
~~^  ÄB~  ..     D 

wo  der  erste  Factor  die  Wahrscheinlichkeit  angiebt, 
dafs  am  Ende  des  nten  Jahrs  aus  dem  bestimmten 
Verein  A  noch  lebt,  die  übrigen  Personen  aber  ver- 
storben   sind. 

Falls  aber  die  Suinme  I  bezahlt  werden  sollte 
zu  der  näudichen  Zeit  unter  der  Bedingung,  dafs 
am  Ende  des  nten  Jahrs  noch  irgend  eine  der  Per- 
sonen AB  ..  D  aus  *der  bestinunteu  Verbindung 
lebte,   so  wäre  ihr  Werth  ■= 

AB  ..  D  —  (A— A— )  (B— B— )  ..  (D— D— )     i 


A  B     .  .     D  rn 


n 


^  (A— A— )  (B— B") ..  (D— D^    _i^ 
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Wenn  man  nämlich  von  den  anfänglich  existirenden 
Vereinen  diejenigen  abzieht,  die  am  Ende  des  nten 
Jahrs  ganz  ausgestorben  sind,  so  bleiben  diejenigen 
übrig,  von  denen  dann  noch  irgend  eine  Person 
lebt. 

§.  293. 

Falls  eine  Anzahl  von  Vereinen,  von  deneit 
jeder  aus  den  Personen  A  B  . .  D  besteht,  sich  da- 
hin verbände,  dafs  für  jeden  Verein  am  Ende  des 
Jahrs,  worin  er  durch  den  Tod  eines  oder  mehrerer 
Interefsenten  aufgelöfet  wird,  die  Summe  I  bezahlt 
werden    sollte,    so    wäre    der    gegenwärtige    Werth 

,.  ^  A    (A^B2    ..    D^) 

dieser    oumme    m    r — ^ ==r -+* 

A  B     .  .     D    r  ' 

A  (Aißi  ..  D5)  A  (A^B^  ..  D?) 


AB..Dr=         •  AB..D 


r 


"^  *•  "~  AB  ..  D  r^ 


I  A  CA'-  B'^    .  .    D'^) 


Da    nun    nach    §,    243    X  a  b    .  .  d   =1 

P  —  TTT^ ^  / — >    folglich 

*         A  B  .  .  D^  r°  »5 

I  A  (A'^  B'2    .  .    D'^)  1 


AB  ..  D.r^  r°  r 

K  (a  b  . .  d) 


P 


r 


-,  so  hat  man  auch    den    gesuchten 


„^      ,  I       ..  X    a  b  . .  d  ^ 

W^erth  =  (  I    — )  .       Der 


r 


U  2 
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Kürze  wegen  soll  diese  Gröfse,  nämlicli  der  Werth 
des  Thalers,  der  für  jeden  Verein  am  Ende  des 
Jahrs,   worin  derselbe  aufgelöCet  wird,  fällig  ist,  hier 

mit  S^  ab  ..  d   bezeichnet    werden,    und    es    ist  also 

ACab   ..  d) 


hiernach  i>  ab   .  .  d  ■=    — •  fj   —  ]. 

r  p 


§.  294. 

Wenn  man  annimmt,  dafs  in  jedem  Jahre,  für 
sich  genommen ,  die  Aullösung  dei'  Verhindungen 
gleichmälsig  und  contmuirlich  geschehe  und  dafs 
die  Summe  l  für  jeden  Verein  sofort  bey  der  Auf- 
lösung bezahlt  werde,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth 


dieser    Summe    =:    —  x>  .  ab  ..  d. 
P 

Soll  aber  der  Abgang  der  Einzelnen  in  jedem 
Jahre  für  sich  gleichmäfsig  seyn,  so  kann  nicht  zu- 
gleich die  Auflösung  der  Verbindungen  gleichmä- 
fsig o-eschehen,  und  unter  dieser  Voraufsetzuns  fin- 
det  man  den  haaren  Werth  der  für  jede  aufgelöse- 
te  Verbmdving  zu  zahlenden  Summe  I  folgender- 
maafsen.  Wenn  die  anfängliche  Verbindung  aus 
m  Personen  AB  .  .  Y  und  das  Jahr  aus  n  gleichen 
Theilen  besteht,  so  ist  die  Anzahl  der  ungetrennten 
Vereine  während  des  ersten  Jahrs  im  xlufange  des 
ersten  Zeittheils  :r:=  ABC  .  .  K,  ferner  am  Ende 
des  isten,  2ten,  3ten  und  nten  Zeittheils  nach  einander 
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(A-  — AA)  (B-—  AB)  (C---AC)..CK-— AF), 
11         11        11        11 

(A-  — aA)  CB-  — AB)  (C--AC)..(K-  — AF> 

11  11  11  u 

(A--^AA^  (B-— AB)  (C--aC)..(K--AF), 
11         11         11        11 

(A  -  —  A  A)  (B  -  —  AB)  (C  -  -  aC)..(K  -  -  AF). 
11  11         11        11 

Wenn  mau  aber  jedes  Product  für  sicli  entwickelt, 
und  die  Summe  der  Froducte  von  je  m  —  I  unter 
den  m  HaujJtzalilen  in  dasjenige  Decrement,  defs^n 
Hauptzahl  in  dem  Product  nicht  enthalten  ist, 
mit  ^,  ferner  die  Summe  der  Froducte  von  je  m— ^^ 
unter  den  m  Hauptzahlen  in  das  Product  derjenigen 
zwey  Decremente,  deren  Hauptzahlen  in  dem  er- 
stem Producte  nicht  enthalten  sind,  mit  £i,  eben 
so  das  Product  von  je  m  —  3  der  m  Hauptzahlen 
in  das  Product  derjenigen  drey  Decremente,  deren 
HauptzahlenimersternProducte  nicht  vorkommen,  mit 
9i  etc.  bezeichnet,  so  ist  die  Zahl  der  bestehenden  Ver- 
eine nach  m  anfänglich  =rr  ABC  ,  .  K,  ferner  am  Ende 
des  Isten,  2ten,  3ten  und  nten  Zeittheils  nach  einander 

ABC  ..  K -'-    ^>  +  -^  Cl V    9v  4-  .  ., 

n  11-  n* 

ABC  ..Fl ^  ^+  —  D.—  — -  9^  4-  ••> 


ABC  ..K L^_^!lo_±-    ^x^ 

11  11^  n* 

n                 n=                 n' 
ABC  ..  K ^  4-  ■ Ü •    9v  ~f- 

11  11=  u^ 
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Zieht  man  nun  von  jeder  horizontalen  Reihe  die 
nächstfolgende  ab,  so  erhält  man  die  Zahl  der  in  je- 
dem Augenblick  aufgelöseten  Vereine,  nach  einander 

'         ^ '- Q  + -, SR-.., 


n  n- 

2    I  2^    —    I  2'    I_ 

^ z D.  + -i ^--y 


n  n  ■ 


3   —   2  ^^   — -2^  i'  —  2' 

5  ^._i . 0.-i--^— SR-,., 


n 

n— (n— I)  _      „»_(u— 1)=        .   n'— (n— O« 

n  11 '  n ' 

Discontirt  man  ferner  die  Zahlung  jedes  Augenblicks 
auf  den  Anfang  des  Jahrs,  so  erhält  man  den  haaren 
Werth    der    Zahlungen    des    ersten    Jahrs    =r= 

I  1.2-1         5-2  n-  fn-l) 

II  1  2       •  o  '  '  n  ■* 

r"        r""  r"  r" 

n=         rn    '       2.       '  3  •  •  n  •' 

'    n^  rn     '        2       '        3  '  '  ri_ 

„  n  ^  n  „ » 


I  I         2m  -  I       ?m-2ni  nm-Cn-I^m 

4— X[— + -h— +  . .  +  — -^-] . 

^ —  nni         Y^i    '        7.  0  11 

r"         r"  r^ 

I 


Der  erste  Theil  ist  = n  —  — )C }- 


r" 
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5                          n                               I 
4-  — h  ••  H )    ^    -{ 7 %  und  A\  eim 

'         j         '  •  n  -^         '  nti 


I  X   d  X 

11  =     00     gesetzt   wird,    =    ( /  -j- 

n  Vx 

)     Ü)  :      der    zweite    Theil     wird      = 

r 

I  II  2*      ,     5*       .  .    »*^ 

-r  (I  -  --)( -r  +  —  +  -r  +  ••+-> 


n 
r 


Q-\ — — ; —    Q3     und  wenn    n    unendlich    ist,    = 
iifi 

11 
r 

I            x^dx  1                 -            . 

C f 4- )  0. ;  ferner  ist  der  dnt- 

7t  ^          rx             '  r 

I  112*                       ^* 

te  Theil  = n  — )  ( i 4-  — ^ — " 

n  11*         2      '           j 


+  .  .  +   • )  9i    -f-    ■—    Sx,  und  wenn    wie- 

n       '  *  nji 

u  11 

r  r 

1  .    ,  ,1  x^  dx  I 

der  n  =   00  wird,  =  ( / -j )  g^, 

n    ■'  rx  '     r    ^ 

so    wie    der    letzte      Theil    auf    ähnliche    Weise    =: 

I  xm  d  X  I 

( f 4- )  X  wird.       Wenn  man 

71  -^  rx  '       r 

nun    jeden    Theil    nach    §.    42    integrirt   und    dann 

X  =;  I  setzt,  so    erhält  man  den   baaren   Werth  der 

TT 

Zahlungen   des  ersten  Jahrs  zzr    —     5n    — 
ii  pr     *^ 
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(  27r  —  2  p)  O.  -\ (6Tr2  _  3p  _  ö^p)  gt 

pr  pr 

_  .  .  Weil  ferner  ^  —  O.  +  9t  —  ..-f-X 
=:  A  (-A-  B  C  . .  K)  ist,  so  hat  man  auch  den  V\  erth 

TT 

der  Zahlungen  des  ersten  Jahrs  =r   — AC^BC.K) 

—  -^  (27r  —  I  —  2p)  Q,  +  —-  (671*  —  I  —  3p 

pr  p  r 

—  ÖJip)  91  —  .  .  Wenn  nun  ^S  Oj,  9\S  Z'  für 
das  zweite  Jahr  dafselbe  bedeuten,  was  ^,  Q,,  9\,  X 
für  das  erste  Jahr  bezeichnen,  so  erhält  man  den 
baaren  Werth  der  Zahlungen  des  zweiten  Jahrs    = 

7t        A  (A^  B^  C£  . .  K^)  _Tr_  __ 

pr  r  pr 

2p)   -\ (6  TT-  —   I  —  3  p  —  6  n:  p)  — 

^'rpr  r 

—  . .    etc. 

Nimmt  man  aber  die  Zahlungen  aller  Jahre 
zusammen  und  dividirt  mit  ABC  . .  K,  so  wird  der 
gesuchte  gegenwärtige  W^erth  der  Summe  I  m: 
n  A    CA'2  B'^  C'S     .  .     K'^ 

r 

pr 


"--^  ro  ABC  ..  K 


^  .[_"_     (.,  _  I  _2p)/-^/^ 


ABC  ..   K      pr  "^"  r°, 

9\'- 
--  (671=  —  I  —  3p  —  öttP)/— —4-  ..)  = 
pr  iv 

~  ^  abc.k  —  -— [--  (2:i  —  I  —  2p) 

p  ABC  .  .  K     p  r 

/-fr--  ~<^6.'-  -I-3P  -  ö.p)/*; 
+  . .]. 
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Von  den  angegebenen  Coeflicienten  ist  für  den 

TT 

Zinsfufs  von  4  Procept  —  =     1,01 9868? 

P 

-—  Clrr.  —    l   —  2p)  =  0,006410,   —-    (.6  n^    — 
pr  p  r 

I  —  3p  —  ÖJrp)  =  0,009604  etc.      Da  nun  auch 

Ci,  Sv  etc.  gegen  ABC  . .  K  nur  klein  sind,    indem 

in  jedem  Theil  von  Q,  zwey,  in  jedem  Theil  von  9t 

drey  etc.  Decremente  als  Factoren    vorkommen,    so 

kann  man  wohl  in  den  meisten  Fällen  ohne  betrachte 

liehen    Fehler    den    vollständigen  Werth    der   sofort 

bey  der  Auflösung    der    Verbindung    zu    zahlenden 


Summe     I     =    1,0198  •  -^    abc    .  .    k    oder    = 


1,02  •  -O-  abc  . .  k   setzen. 

Anm,  Allgemein  ist,  mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes  oder 


•&   abc   ..    k,  der  Coefficient  des  mten    Gliedes    der  an- 

P 

,  I  xm  d  X  I 

gegebenen  Reihe  ~t~  C f -4- 

—       71   -^  rx  *^     r 

).     Da   nun  für  r  ZT  i,o4, n^    o,98oC45  und 

pr  pr 

I 

ZZ    o,g6i558 ,   so     wird    der    gedachte    Coefficient    IZ 

r 

I  xm  d  X 

J_    ( J    —    0,019 io5)  ,     wo    in 

J-        n  rx 

xm  d  X 

f  • nach    der    Integration  x  ZZ  ifgesetzt  werden 

mufs.      Der     Coefficient    des    Gliedes  ,    worin     ^     multiplicirt 

I  X  d  X 

iat,  wird  also  ZZI /'  —  ü,oii)iuj  ZI  o.      Und 

rr     '  rx  ■ 
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X-  d  X  „  I         x^d  X 

weil/  —         —  o,5255So   (§■•   246)    und f 

r^  u  -^       IX. 

.   r.           ■,                                   .        .    Xm  d  X 
:Z=  o,oiiiG(j8,  auch,  wenn  x  ZZI   i   ist,  / _  um  so  klci- 

rx 

ner  wird,  je  fjröfser  m  ist,  so  wird  jeder  Coefficient  für  sich, 
ohne  Rücksicht  auf  das  davorstehende  Zeichen,  verneint  und 
kleiner  als   0,019105, 


§.  295. 

Wenn  ferner  ])ey  einer  anfängliclien  Verljln- 
dung  von  m  Personen  die  Anwartschaft  l  bezahlt 
werden  sollte  bey  dem  Tode  einer  bestimmten  Per- 
son A,  im  Fall  sie  zuerst  unter  den  gegebenen  Per- 
sonen stirbt,  und  zwar  am  Ende  des  Sterbejalu^s,  so 
hat  man   auf  ganze  Jahre  gerechnet  den  Werth  die- 

A  A  .  Bi  Ci  .  ,  Fi 
ser  Summe    =    ______ 4. 

'  Ä~B  C  .  .  F    r=  h  •  •     — 

ASB^C^  . .  Fi  Ai  B^  CU     . .    F^ 


+ 


ABC  ..Fr  '  ABC  . .  F  r= 

Ai   B^    Ci     .  .     Fi 
+  •  •    ""  ^  ÄB~C  ...     F  r  + 

AI    B^    C-      .    .      F« 


F  r2 


+  ..)     = 


T /".  (a  —  I)   b  c  . .  f   —    A    a  b  c     .  .     f. 

Soll  hiebey  avif  augenblickliche  Theile  des  Jalirs 
gerechnel,  jedoch  jede  Anwartschaft    erst    am  Ende 
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des  Sterbejahrs  bezahlt  werden,  so  ist  der  baare  Werth 
des  xten  Jahrs,  wenn  z    die   abgelaufene    Zeit    vväh- 

X — 1 

A  A 

rend    defselben    bedeutet,    rr:  — -  „  „ — X 

AdL>  . .   r    rx 


X — 1 


/  (B —  z  AB )  (C —  z  A  C )  .. 

X^l  X 1 

(F  —  z  AF         )  dz,  woraus    sich    für  jeden 

Fall  der  gesammte    Werth    finden    läfst. 

Wenn  also  unter  dieser  Voraufsetzung  bey  ei- 
ner anfänglichen  Verbindung  unter  drey  Personen, 
der  Werth  der  Anwartschaft  gesucht  wird,  die  bey 
dem  Tode  von  A  bezahlt  werden  soll,  falls  dann 
die  beiden  niitverbundenen  Personen  B  und  C  noch  > 
leben,  so  ist  dieser  baare  Werth  für  das  xte  Jahr  =:^ 

X — 1  X— 1  X — 1  X — 1  X — 1 

/AA (B— -zaE )  (C -zAC )  dz 

ABC    rx  "^ 

X 1 

A    A  '  X — 1         X — 1  X— I  X 1 

[B C ~i(B — :ac — - 


^         ABC  rx 

X 1                   X— 1  X— 1                         X-^[ 

+  C AB )  4-  f  AB A  C ].     Setzt 

X 1  X  X 1 

man  A            —    A  anstatt    A  A         ,    imgleichen 

X — 1  X  X 1 

B           —  B       anstatt  A  B            etc.,    so    erhält  man 


X 1  X 1  X — 1 

A B C ^ 

den  Werth  für  alle  Jahre  =  |  f 

'^  ABC     rx 

X — 1  X 1  X  X 1  X  X — i 

A E C—^      ^     A B—  C 

+*-^  A  B  C  rx  +^-^         ABC     rx"  "^ 
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X 1  XX  X  X 1  X 1 

A B—  C—         ^       A—  B C^ 

'~'^^  A  B  C  "7^ 

X  X  X 1 

A-  B—  C 


"1 

-iJ 

A  B  C 

rx 

-u- 

X 

A— 

X 1 

B 

X 

c— 

A 

B  C 

rx 

-f/- 

X 

A- 

X 

-  B— 

X 

c— 

A 

B  C 

rx 

I 

A- 



B-^ 

•V        1 

6 

A 

B 

A    ( 

I 

A- 

—   r 

—  1 

c — 

1 

ABC     rx  '^ 


__ (I    4-  X  a  b  c ;  4- 

3  r 


?.  (a  —  i;    (b  —   1)  c   -f- 


^  ^  ^  (a    -    I)    b    (•  -    I)    + 


A r-         B—  C— 


ACa-I)bc-f  — — -—  ;ia(b-I)  (c-I)  — 


A         '    ^         '       B  G 
—1  — 1 

B—        — ; —  ,     C—     .  -, 


f  ---  ^a  (b-I)  c    —  f  -—   A  a  b    Cc  -    1)   — 

J3  Li 


f  \  abc. 


Der  erste   und  letzte  Theil  sind  zusammen    =: 

I  (r  —   I)  X  abc I  I 

3  r  3    r  3  r 

l  abc 


)  =  f  &  abc.        Berechnet     man     nun 

P  r 

den   Werth   der  Anwartschaft  auf  den    Fall,    dafs  B 

zuerst  stirbt,  so  wie  auf  den  Fall,   dafs  C  zuerst  stirbt, 

und  nimmt  alle  drey   Werthe  zusammen,    so    heben 

sich  alle  Glieder    bis  auf    \    i)  abc  jedes   einzelnen 
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Werths    auf,  und  mau  erhält  alle  drey  Wertlie    zu- 
sammen =:  ^  abc  nach  §.  293» 

Käme  aul'ser  den  vorigen  noch  die  vierte  Per- 
son D  hinzu,  und  würde  wieder  der  "Werth  der 
Summe  auf  den  Fall,  dafs  A  zuerst  stürbe,  gesucht, 
so  erhielte  man  denselben  durch  eine   ähnliche    Be- 


rechnuug 


A- 


B—  C—  D— 


A     B     C     D 


X 


A(a--I)(b    —    I)     (c—    I)     (d 


I) 


(         -1    -1 

A 15 / 


+     h\ 


■1     — 1 

A— B— C— 
ABC 


A  (a— i)(b-i)(c-i;d 


\  — 1    — 1    — 1 

,      ,    I      A— B— D— , 

+  ^^^  JTbB na-I)(b-l)c(d-l)  i* 


— 1   — 1    — 1 
A— C— D— 

A   C    D    " 

A—    B— 


A(a-I)b(c-i)(d— I)  1 


A    B 
A—  C~ 

— 1      — 1 

A—  D— 

A     D 


?^  (a  —  1)  (b  —  I)    c  d 


- —  X  (a  --    I)  b  (c  —  I)  d  !» 


Ua  •—  I)  bc  (d  —  I) 


+  l 


A- 


— I    — 1     — 1 

-—  B— C— D- 

A  (a  -  1)  bcd  -  l      g     ^     jj-X 
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Äa(b    —    l)(c~i)     (cl-i)     — 


—1      — 1 
B—    C— 


.\    i 


B     C 

— 1      — 1 
B—  D  — 


B     D 

— I      — 1 
C—  D— 


C     D 


B 


-X.  ^ 


D 


X  ab cd. 


A  a  (b  —   I)  (c  -  I) d 

X  a  (b  -  1)  c  (d  —  I)     \    i 

iab  (c  —  1)  (d  —  I)     I     \ 


B 

— I 

c — 

C 

D— - 

Xa     (b—    I)cd 


Xab     (c—     i)dj« 


Xabc     (d—    I) 


Uebrigens    ist     hier    der     ersle    Theil ,     oder 


B- 


D 


A     B     C     D 


X 


K   (a    —    I)     (b    -     I)      (c    —  I)     (d  —   i;      = 
I  I    t    A   a  b  c  d 


,  folglicb  sind    der  erste 
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und    letzte    Theil    zusainmengeiiommen    wieder    rrr 
ifXabcd  Xabcd 


4 


I    —  (r  —  I)  A   abcd  ,         — , 

==    i    i'>  a  b  c  d. 


4   r 

Anm,      Man  kann  die     im    gegenwärtigen    §,   angegebenen 
vollständigen  Weithe  nocli  auf  eine  kürzere  Art  erhallen,  wenn 

n — 1  n  n  n 

AA B~  C—  D— 

man     in     der     Formel  / .  ^B~r^^r\ » 

Arn  B  C  D 

n       n        n 
anstatt  B~  C       D"",  den    vollständigen  Werth   der    Cocxistenz 

nach  §.    209    b.   nnd    245   b«    setzt.      Sind   z,   ]}.  dcrmitAver« 

Lundenen  Personen  nur  zwey,  13  und  C,  so  ist  niimlich    dieser 

11 — 1        n — 1                  n — 1       n 
vollständige    Werth     :=    f  B C f  *  (B C— 

n        n — 1  n     n 

t  B —  C )   t  f  B— C-  .       Man    erhält     a]so    den  Wcrlh 

der  Anwartschaft  für  das  nte   Jahr 

n-i  n-i    n-i  n-i      n  n       n-i  n       n 

A—    JJ— C—  1 1  B~C—  1 1 B— C—  t  V  ^~93 

n  n-i   n-i  n-i      n  n     n-i  n       n 

Arn  B~C 

woraus  sich  der  obige  Ausdruck  ergicbt. 


Sollte  die  Summe  I  bezahlt  werden  am  Ende 
des  Sterbejahrs  von  A  unter  der  Bedingung,  dafs 
er  zuletzt  stürbe,  so  erhält  man,  wenn  der  Ausdruck 
für  die   Zahl  der  unter  den   übrigen  Personen  B,  C 
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und  D  im  Anfange  des  xten  Jalirs  ganz  ausgestor- 
benen Verbindungen  aus  §.  1 99  genommen  wird,  für 
das  xte  Jahr  den  Werth  der  Zahlung  an  diejenigen 
A,  welche  nach  dem  Tode  aller  übrigen  Interefsen- 
ten    sterben ,    auf    ganze    Jahre    gerechnet ,     rrz 


A  A 

Arx 


•'   [  I   -  ( 


B 

B~ 


+ 


X 1 

c — 


X— 1 

D 

+  — ir-)+ 


X 1  X 1 

B C 


B      C 


+ 


X 1  X— 1 

E D 

B~D 


+ 


X 1  X 1 

C D— 


C     D 


X 1  X 1  X 1 

B C D 


B    C    D 


-]-..].      Daraus    ergiebt 


sich,    durch    Zusammenlegung    der    Zahlungen  aller 
Jahre,    der   gesuchte    Werth    der    Anwartschaft   = 


A 


K (a   -    I)     - 


A 

B— 

A 

B 

A— 

— 1 

c— 

A 

C 

A— 

D— 

A    D 


Ma  -  I)     (b  -  I) 


^   (a  -  I)     (c  -   I)     \    + 


h  (a  -   I)      (d  -    I) 
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—1  — 1  —1 
A— B— C— 


A     B 


^—  ^  (a-1)  (b-1)  (c— I) 


— 1  — 1    — 1 
A— B— D 


A     B     D 


—  Ua~I)    (b-I)   (d-l)     ^   — 


— 1    —1   — 1 
A— C— D-^ 

~A     C    D 


X(a-l)    (c-l)   (d-l)     I 

J 


B- 


D- 


A     B     C  D 


X 


?^    (a  —  I)     (b  —   1)     (c  —  I)     (d  —   I)    —   ?;  a 


B 


+  i 


C 


B 

—  1 


1 

^  a     (b    —    I)  I 


D- 


C 

—  1 


;i  a 


Cc    -    I)  j.- 


D 

— 1         — 1 
B—     C— 


^  a     (  d    —     I)  j 


B     C 


A  a  (b  —  I)     (c  —  I)     I 


—1       —1  I 

B—    D— 

<i _-— ^ AaCb-l)     (d-l)     ^   + 

,  B     D 

1-1-1  I 

C—     D— 


c   c 

— 1       — I        ^1 

B—   C~  D— 


^  a  (c  —  I)     (d  -    I)     I 


J 


BC  D 


II. 


^a  (b  --  I)  (c  — I)  Cd  —  l> 

X 
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Soll  aber  auf  augenblickliche  Theiie  des  Jahrs 
gerechnet  werden,  jedoch  so,  dafs  die  Zahlung  erst 
am  Ende  des  Jahrs  geschieht,  so  ist  der  gegenwärti- 
ge Werth  für  irgend  ein  xtes  Jahr,  wenn  z  die  ver- 
flofsene  Zeit  bezeichnet,  zrz 

X 1  X 1  X 1 

AA B -zAB 


Arx  ■'  '  B 

X 1  X 1  X— l  x— 

C —  z  aC ■        D —  z  aD — 


""  C  D 

'\''  X — 1  X — r  X — 1  X — r 

(B •  —  zAB )  (C— —  zaC- — 2 

+  -  ^      ^ 

-j-  . .]  dz,  woraus  sich   wieder  der  Wei'th  für  jeden 
Fall  herleiten  läfst. 

Sind  z.  B.  drey  Personen,  A,  B  und  C,  gegeben 
und  soll  die  Summe  I  bezahlt  werden,  wenn  A  zu- 
letzt stirbt,  so  erhält  man  aus    dem  Wcrthe    des  ei- 

X-  l  X -  1  XI 

j,           ..    ,.  ,    AA—  B— -ZAB— 

nen  Jahrs,    namiich    — 7    L  I  — 


A  rx    ^    ■-  ^  B 

X 1  X 1 

C— —   —ZA  C ■ 


c 

x-i 

(B—  _ 

z 

X- 

AB- 

I 

X 

(C 

-1 

— 

z 

A 

X- 

C 

1 

<]?.. 

-h 


B  C 

X 1 

A— - 

gesammten   Wertli  :=:  f  — 


A  rx 

x-i         x-1  x-i  X   1 


5^/-Xb-,— +/- 


A  C    rx 


)  - 


X 1  X  X 1 

j  .  .     A B—       .  A 


A  B     r  '    -^  A   C     r: 
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4-    f  / 


X— '1  X 1  X 1 

A B C 


A  B  C     rx 


+ 


X 1  X 1  X  X 1  X  I— 1 

A— B C—  A B—  C ^ 

*  (/ — r-^/^ 4-  r T-R-TT- ) 


^  ^J      A  B  C     r.. 

X 1  X  X 


+f/- 


A- 


+->^'         ABC     rx 
B—  C—  .  A-- 


ABC     rx 


/ 


A  rx 


+ 


X  X 1  X  X 1 

,  ,       A—     B—       ,     ,        A—  C^ 

\  C/ w-^—r:—  +  /  


'I  (/• 


A  B     rx 

X  X 

A—     B— 


f/ 


A  B     rx 

X  X 1         X 1 

A— B C 


+  / 


A  C    rx  )  + 

X  X 

A—    C— 


A  C     rx 


)  - 


A  B  C     rx 


-  l  (f 


X  X 1  X 

A— B C~ 

ABC     rx~ 


X  X  X 1  XXX 

a-   r    A~^B— C — -  j         A—  B—  C— 


ABC     rx 

A— 


ABC     rx 


A 


;.  (a-l)   (b-i)  4- 


A—  B— 
Ua  -  I)    -  f  [  —a-'b— "     X 

— 1    • — 1 
A— C— 

A    C 


A   (a-l)  (C--   O] 


-![• 


A- 


A 


A— 


A 


A   (a    —     I)     1)     -f 
Aca—    l)c]-f- 


A—  B— C— 
ABC 


X  (a  -  I)   Cb  —  1)   (c  --  I) 


+  i[ .     x>      -    A  (a  -  u    (b-i)crh 


A     B 


X  2 
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— 1     — 1 
A—     C— 


A     C 

— 1 
A— 


X   (a  —   I)   b  (c  —   I)  ]     + 


A 


A(a    —    I)      bc     —     ;.  a     ^- 


■p —  /-<  — 

•!'[    — p ^a(b    -     O    +    ^ X 

X  a  (c  —  I  )  ]     -f-     f    ( X  rii     4-     X  "ä"^  )     — 


B  C 


A   a  (b  —   I)     (c    —    I)     — 


^      B— C— 

6     [ ß A   a  (b     —    J)  c    -] X 

Xab(c  —   I)]      f    X  abc.       Da     nun 

A  I  Xa 

• -T ^  C^    —     I  )    =   — ; h    —7-  ,      ferner 

— 1      — 1 

A—B — I      ,     A  (ab) 

A   (a  _   I)  (b  -  I)  nr  -  4-  -^-^ 

— 1       — 1 
A"   C- 


so     WJe X  (a  —  I)  (c  —    I)  = 

I       ,        X  (a  c)         .                    A—  B-    C  — 
__ ^    . _ .^  imgleicben  J^^-q '^ 


X  (a  —    I)   (b  ~   i)     (c  —   I)  =    ---   + 

A   (abc)   '" 
_        SQ     ]j,^f     man     den     auffeiiebenen 

r»  CD     iJ 

Werlh     aucb     =     -— ~   [).  a  —  ^   (A  al7  4- 

3r  i)r 


A  a  c)  +  f  X  a  b  cj  -     -^^    [  A   (a    -    i;  b    + 
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B— 


A  (a  —    I)    c  ]    + X   a  ( b   —    I  )    + 

C—  A-'        B— 


>l  a  (c    -    I)  -f   ---    [---      X 


3  C  ^  '    '        6  A     ■-     B 

—  1 

c— 


A  (a— I)  (b— 1}  c  H X  (a— I)    b  (c— I)  ] 


— i 
A— 


+     —- X   (a  _   I)    b  c     — 

3     A 
• — 1         — 1 
B—     C— 


3    BC 
— I 
B— 


A   a   (b  —    I)     (c   —    I) 


6   B 
—  I 

c— 


X  a  (b  —    1)   c     — 


A  a  b  (c  —   J). 


6  C 

Berecbnet  man  den  Werth  der  Summe  I,  wenn 
sie  bey  dem  Tode  von  B  und  von  C  zahlbar  ist, 
falls  diese  zuletzt  sterben,  und  nimmt  alle  drey 
"Wertlie  zusammen,  so  heben  sich  alle  Theile,  wel- 
che in  die  um  I  Jahr  zurückberechneten  Zahlen 
der  Lebenden  multiplicirt  sind,  auf,  und  es  bleiben 

imr [Xa  —  ~  (\  a  b  -4-  X  ac)  -|-  f  A  abc] 

3  r  pr 

JL,     J L  [xb  —  i  (A"äb  +  Xl^  +  I  A  abc] 

3  r  pr 

4-     ~ —  [Ic  —  l  a'^  •\-  Xht)  4-  \  X  a'M 

3r  pr 

1  I 

die    ziTsammen^enommen    •=.    —  —  f^a  -f"  ^b 

-j-  A  c  —  (A  ab  -j-  A  ac    -\-    A  bc)    -f-    A  abc]  sind, 
(Vergl.  $.  301  weiter  unten). 
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Anm,     Auch  hier  kann  man  wieder  die    angeführten  voll- 
ständigen Werthe  erhalten,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke,  worin 
n — 1  n— 1 

AA ,  .  ^ B " 

• '   multiphcirt  jst,  namhch  i  —  (• —       -1- 

A  rn  B  ~ 

n— I  n— 1  u — I  n— I 


C  •  D        '  '  '  B       C 

n — 1  n — 1  n — i  n— i 

B D .        C D- 


^  BD  "^  CD  ^ 

n — r         n  —  i  n — i 

B —     C D 

'" — ~ — =r| ,  durchgängig  die  vollständigen 

B     C     D 

n —  1  n 

Werthe  nach  §,   209.  b.,  nämlich  ^  (B -4-  B — )    anstatt 

n — I                               n — I          11— I                       n — i  n 

B etc.,    f    B C +  ^  (ß C—  4- 

H         n — I  n  n  n — i       n — I 

I*        C  )  -|-  f  B        C     anstattB  C  etc.  setzt. 

§.  297. 
Sollte  die  Anwartschaft  l  bey  dem  Tode  von 
A  bezahlt  werden,  falls  dann  einige  Personen  des 
Vereins,  z.  B.  B  und  C,  schon  verstorben  ivären,  an- 
dre aber,  z.  B.  D  vtnd  F,  noch  lebten,  so  wäre  der 
allgemeine  Ausdruck  für  den  Werth  der  Anwart- 
schaft, auf  ganze  Jahre  gerechnet, 

X 1  X 1  X 1  X  X 

A  A (B  —  B )  (C  —  C )  D— F— 

rx  A  B  (TOF 

X 1  X  X  X 1         X 1  X  X 

^        A D—  F—  A ß D-F— 


f 


rx    A  D  F                ^  rx    A  B  D  F 

X — r              X— I              X  X 

.             A C D—  F— 

•^                        rx     A  C  DT  "^ 
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X 1  X 1  X—I  X  X 

^  A B C D-  F- 


IX  A  B  C  D  F 

XXX  X  X 1  X  X 

A—  D-  F—  A—  B D—  F—     . 

^  ■       rx    A  D  F  ^  -^          rx    A  B~D  F       "^ 

X  X 1        .XX  X  X 1  X 1  X  X 

^      rx  A  C  ITf"""  -^          rx    A  B  C^T        * 
Hieraus  erlialt  man  also  den  Wertli  der  Anwartschaft 

A- 


A 


?;  (a   —    1)  df    — 


A-—      B  — 


-X B A  (  a  -  1  )     (  b  -  O     d   f 


A—  C 


A  C 


^(a    —    i;      (c  —  I)     df 


,      A—  B —  C— 

+         .    .    u  r Ua-l)(b-l)  Cc-i;    df 


ABC 


B — 


—  A  adi  -J-    — Aa(b—    I)     df 

B 

— I 

C 


4-      n A   a     (c    —    I)      d  f      — 


B—    C — 


, A  a  (b  —  I)  (c   —   I)     d  f. 


B     C 

Sollen  auch  die  Theile  des  Jahrs  mitgerechnet, 
die  Anwartschaften  jedoch  am  Ende  des  Sterbe- 
jahrs bezahlt  werden,  ist  ferner  unter  einer  Verbin- 
dung von  drey  Personen  die  Anwartschaft  bey  dem 
Tode  von  A  fällig,  wenn  B  schon  gestorben  ist  und 
C  noch  lebl,  so  hat  man  den  gegenwärtigen  Werth 
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A  A 

der  Zahlung  des  xten  Jahrs  = ; X 

°  A  rx  ^ 

X — I  X — r  X — I  X — I 

(B-~B— -fz  AB )  (C 2  aC )   ^ 

/[ B ^ ■]  dz. 

Hieraus  findet    man,    wenn    nach  der    Integration  z 

X 1  X  X 1 

=  I,  imgleichen  A  —  A       anstatt    A  A , 

X 1  X  X 1/ 

so  v\  ie  B  —  B       anstatt    A  B  etc.    gesetzt 

wird,   den  gegenwärtigen  Werth  der     Zahlung    für 

X 1  X X 

T 

das  eeoebene  Jahr  =  ^ — — 4- 

^  "  ""  A  C  rx  ~ 

X>^I  X  X — I  X 1  X 1 

,      A C—  .      A B C 


A  C     rx  ^  A  B  C  rx 

x-^i       X — I  X  X— I       X        X — r 

A —  B —  C—         ,      A B—  C 


6 


A  B  C    rx  "  A  B  C     rx 

X — r         XX  X  X— r 

A B—  C—  .  A-     C 


6 


A  B  C     rx  -           A  C     rx              ^ 

XX  X                 X— I                X — I 

A-     C-  A-     B C 

A  C     rx         ^   *  ABC  rx                  "*" 

X          X — I      X  XX           X — r 

A-  B C-  ^     A-  B-    C 

ABC  rx~"  "^  '^         A  B  C     rx           + 

XXX 

A —  B —  C — 


'         A  ß  C     rx 


Für    alle  Jahre    ist  also  der 


A —  C- 


Werthzrrf j—^ A(a—  I)     (c-I) 


+  f  ^-^ A  (a    —    1)     c 
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A— ß—   C- 


t 


"Ä"B~C ■  ^'  ^^  -  ^^^^  -  I)    Cc  -  I) 


A—     B— 


« j;-^ X   (a    -<-    I)     (b    -    I)    c 


—  f  -^ Ua  —  I)    b  c     — 


<*  A      C 

A — 
T 

c— 
c 

B—     C- 
TT" 

B— 


X   (a    —    I)     b     (c    —    I) 


^a(c    —    I)    —    fXac     + 


A    a    (b    —     I)      (c    —    I) 


+  \  ^ A  a  (b  -  I)  c     4- 


c— 


c 


Aab    (c  —  I)    +    fAabc     = 


1  I  Aac  Aabc 

_  __  _   i;         _       .  _  3    _j_ 

— I 

A— 

f    C -^ X(a_.i)c     - 

— I 

c— 


c 


—  X  a  (c  —  I)  3 


1 


A—     B- 


a    C j—^ ^(a    -    I)     (b    -    I)     c 

— I        — I 
A—     C 


+    — Ä~c —  ^  ^"^  ""   ^^    ^'    ^"^  ""   ^^ 
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B — 


B 


X  a  (b  —  I)  c     — 


A— 


A  a  b  Cc  -  I)  ]  -  i  L -—       X 


C  "         '"  -^         ^  "^        A 


B— C- 


K  (a    —     I)   b  c —  \  a  (b— I)  (c— I)]. 

Sollte  die  Anwartschaft  zahlbar  seyn  bey  dem 
Tode  von  A,  wenn  C  vorher  gestorben  wäre  ^und 
B  noch    lebte,     so    wäre    der    Werth    = 

I  I  Aab  Xahc 

.  f . ]  4- 

6  r  p  r    "-        2  3 

A— 

f    [ -^ A  (a    -    i;   b     - 


B — 


B 


?v  a  (b  —   I)  ]      — 


I     [       ^    ,      ^ ?.(a-I)(b-Oc 

—  I  — r 

+     —--, A    (a    —    I)     b     (c    —    lO 


B 


^     A  a  (b  —  I)  c     — 


C 


;.   a  b     (c  —   1)  ]      — 


A- 


I    [  -^ A    (a  -   I)    b  c     - 

— I        — I 

,. — 511  JiZ —  Ar(ir-~Ty  (c  -  1)3. 

O         Li 
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Nimmt  man  beide  Wertlie  zusammen,  so  er- 
hält man  für  den  Fall,  dafs  A  üherhaitpt  der  zwei- 
te   im    Sterben    seyn    sollte ,    die    Anwartschaft  m: 

1  I  AabfAac  2Xabc 

3r  pr  2  3 

A— 


+  l[ X ^  (a  -  n  b  + 

A— 


A 
— I 

c— 


c 

— I 

B — 


^  (a  —   I)     c 


^  a  (c    —    1)     — 


B 

A^~      B- 


A  a  (b  —  I)  ]     — 


f    C j--^ ACa-I)      (b-l)     c 

A—   C— _ 

+ Ä~C ^(a    —    1)      b     (c-l) 

B — 


B 

— 1 

c— 


a  a  (b  —  I)    c 


C 


X  a  b  (c  —   I)  ] 


A — 


f[  ^ KCa-I)bc- 

B—    C— 


X  a  (b    —    I)     (c  —    I)  ]. 


B     C 

Sucht  man  weiter  den  Werth  der  Anwartschaft 
auch  für  B  und  C  für  den  Fall,  dafs  sie  die  mittle^ 
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rem  im  Sterben  sind,  und  nimmt  alle  drey  Wertlie  zvi- 
sammen,  so  heben  sich  alle  Glieder,  die  mit  den 
um  ein  Jahr  zurückgerechneten  Zahlen  der  Leben- 
den nmltiplicirt  sind,  auf,  und  man  erhält  die  Sum- 
me   der    drey    Werthe   = 

I  I  A  ab  f  A  ac  _    ..  

3r  pr    *-  - 

I  I 

3  r  p  1 


Aab 

2 
t 

Abc 

A  ac 

2 
t 

X  b~ 

[ : ]  + 


2 

K  abc 

2 

3 

X  abc 

2 

3 

A  abc 

3  r  pr  2  3 

[Aab    -f-Xac-f-Abc   —  2>-  abc], 


I  I 

r  pr 


wo  A  ab  4-  ^  3C  -j'  ^^  bc  —  2  A  abc  die  Rente  für 
die  längste  Verbindung  nach  zwey  unter  den  drey 
Personen    ABC  ist.     Q.  279). 

Würde  dagegen  der  Werth  der  Anwartschaft 
genommen  auf  den  Fall,  dafs  A  nach  B  stirbt  und 
C  lebt,  imgleichen  aut  den  Fall,  dafs  B  nach  A 
stirbt  und  C  lebt,  so  erhielte  man  den  Werth  der 
Anwartschaft  I  zahlbar  bey  dem  Tode  derLüjigstle- 
Ijenden  unter  den  beiden  Personen  A  und  B,  wenn 
C    dann    noch    lebt ,    r=: 

I  I  A  ac   f   A  bc  2   X  abc 

—  —  - —  L :; J  -t- 

3  r  p  r  2  3 

— 1 
A — 


i    [ -^ XCa    -    I)    c      -f 


B— 
~B~ 


A   (  b  —   I  )     c     — 


VonRent.etc,  auf  mehr.  Leben,  333 


c— 


C 

— 1 

c— 


A  a ( c    —    I)     — 


c 

A^—     B- 


-     X  b  (c   —    1  )  ]     — 


f    [ Ä~ß^""    >t    (a    -    I)     (b    -    I) 


-I 


C 

A—     C 


>l  a    b    ( c    —    I  )  ]     4- 


I    [ T'ir^"  ^   (a    -    I)     b     (c    -    1) 

— 1         — i 
B— -     C- 


4-     ^-(^ A    a    (b    -    I)     (c    -    I) 


A— 


A 


A  (a    —    I)  b  c     — 


B — 


X  a  (b  —   I)   c  ]. 


B 

Anm.  Hier  kann  man  wieder  den  vollständigen  Wertfi  der 
Erbschaft  nach  dem  Tode  von  A  auf  eine  kürzere  Weise  dadurch 
erhalten,  dafs  man  in  den  einzelnen  Theilen  des  auf  ganze  Jahre 
bestimmten  Werths,  so  wie  sie  im  Anfange  des  §.  angegeben  sind, 

X — I  X 

anstatt  der  im  Zähler  dieser  Brüche   in  A  oder  A      multipli- 

cirten  nach  vollen  Jiihren  angesetzten  Zaiilen  der  Lebenden  oder 
Verbindungen,  die  vollständigen  Werthe  der  Existenzen  nach  §, 
209  b,  nimmt.  So  ist  z.  B.,  wenn  dreyPersonen  verbunden  sind, 
und  die  Anwartschaft  bezahlt  werden  soll  bcy  dem  Tode  vonA, 
wenn  B  schon  gestorben  ist  und  C  noch  lebl,  der  Werth  auf  ganze 
n —  1  n  —  1  n 

AA (B    —    B )    C— 

Jahre  zur  J  z „ — 7:; ■     IS^ 

•^  A  ro  B   C 
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n— 1         n  n — i        n — i  n 

A C— A B C—        __ 

n  n  11         n — i         n 

A—    C—        ,     ^      A— B C— 

/   — — +    /  — .      Setzt  man 

•^         rn    A  C         ^  ^  rn   A  B   C 

n — 1  n  n  n  -  i     n — i 

nun  ä  C^  T  ^      )  anstatt  C      ,  imgleichen  \  B         C 

n — 1       11  n        11 — 1  n  ii 

t   f   (B C—  t    B~    C—    )   t  f   B-   C—   anstatt 

n — 1         71 
33  C     ,   so  erhält  man  den  yollständigen  Werth   dieser  An- 

wartschaft, so  wie  er  in  diesem  §.  angegeben  worden. 

§.  298. 
Durch  Zusammenlegung  der  in   den    §.  §.  295 
bis  297  gefundenen  Werthe  iafsen    sich    noch  viele 
Aufgaben  auflösen.      So  erhält    man  z.    B.    allein   in 
Beziehving  auf    drey    Personen 

1)  den  Werth  der  Anwartschaft,  zahlbar  bey 
dem  Tode  einer  bestimmten  Person,  wenn  sie  die  er- 
ste oder  zweite  im  Sterben  ist,  durch  Zusammenle- 
gung der  in  deni§.§.295nnd  297  angegebenen  Werthe, 

2)  den  Werth  der  Anwartschaft  bey  dem  To- 
de einer  bestmimten  Person,  wenn  sie  die  erste  oder 
letzte  im  Sterben  ist  (§.  295  und  296}> 

3)  die  Anwartschaft,  fällig  bey  dem  Tode  einer 
bestimmten  Person,  wenn  sie  die  zweite  oder  letzte 
im  Sterben  ist     (§.  296    und    297)> 

4)  die  Anwartschaft  zahlbar  bey  dem  Tode 
einer  von  zwey  bestimmten  Personen ,  die  zuerst 
unter  den  dreien  stirbt,  durch  Zusammenlegung  der 
Anwartschaft  bey  dem  Tode  von  A  wenn  er  zuerst 
sfirbt,  und  von  B  wenn  er  zuerst    stirbt,    (§.  295)? 
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5)  die  Anwartschaft  fällig  bey  dem  Tode  einer 
von  zivey  bestimmten  Personen,  welche  die  mittlere 
im  Sterben  ist,  durch  Addirung  der  auf  den  be- 
stimmten Fall  zahlbaren  Summen  bey  dem  Tode 
von   A    und    von    B,  nach    §.    297? 

6)  die  Anwartschaft  zahlbar  bey  dem  Tode 
einer  von  zwey  bestimmten  Personen,  welche  zuletzt 
unter  den  dreien  stirbt,  durch  Zusammenlegung  die- 
ser Werthe  auf  den  bestinmiten  Tod  von  A  und 
von  B,  nach  {\.  296)? 

7)  die  Anwartschaft  zahlbar  bey  dem  Tode  der 
Hin gstlch enden  von  zwey  bestimmten  Personen,  wenn 
alsdann  die  dritte  Person  noch  lebt,  (Siehe  den  Schlufs 

des  §.  297), 

8)  die  Anwartschaft  fällig  bey  dem  ^o^q  jeder 
der  drey  Personen,  die  zuerst  stirbt,  d.  h.  bey  Auf- 
lösung der  Verbindung  zu  dreien,  (§.  295  am  Schlufs), 

9)  die  Anwartschaft  zahlbar  bey  dem  Tode  je- 
der der  drey  Personen,  welche  die  ziueite  im  Ster- 
ben ist,  durch  Berechnung  der  Werthe  für  alle 
drey  Personen    nach    '^.    297? 

10)  die  Anwartschaft  zahlbar  bey  dem  Tode 
jeder  der  drey  Personen,  die  zuletzt  stirbt,  d.  h. 
bey  dem  Tode  des  Längstlebenden  unter  den  dreien, 
durch  Zusammenlegung  der  Werthe  für  alle  drey 
Personen   nach    §.    296« 

Anm.  Morgan  hat  in  seinen  Priiiciplcs  fast  alle  diese  Falle 
iimständlich  demonstrirt.  Die  Auüösuui;  folgt  indefscn  unmittel- 
bar aus  den  angei;ogenen  §.  §.  295  bis  297»  Die  hier  n  -eh  folgen- 
den Aufgaben  sind  nicht  füglich  nach  den  in  den  erwähnten  ^,  §. 
vorgelragenen    Sätzen  zu  beantworten. 
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§.  299- 
Man  sucht  den  Werth  einer  Anwartschaft, 
zahlbar  am  Ende  des  Sterbejahrs  von  A,  falls  dann 
Irgend  eine  der  Personen  B,  C,  D  noch  lebt  (z.  B. 
den  Werth  eines  mehreren  Kindern  nach  dem  Tode 
des  Vaters  zufallenden  Erbes).  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dafs  am  Ende  des  xten  Jahrs  von  den  Per- 
sonen   B,    C,    D    noch    irgend    eine    lebe,    ist    =: 


C     D 


Vj  J_J  .... 

-         -p, ,  und  durch  Multiplication  die- 

ß   Li  Jj 

X 1 

ses    Ausdrucks    mit    erhält  man  die  Wahr- 

A 

scheinlichkeit,  dafsA  im  xten  Jahre  stirbt^  von  den 
übrigen  Personen  aber  noch  irgend  eine  lebt,  und 
folglich  den  Werth  der  gesuchten    Anwartschaft  == 

X 1  XXX 

■^  ,.v  A  ^       u  1^  r-  ~ 


D 

X  XX 

D—  C—  D— 


BD  CD 

).       Hiernach  hat    man. 


•1 


A       anstatt  AA  gesetzt  wird, 


j^ — • 

den  Werth   =   ~ [l  (a  —   I)  ß     -f 

A 
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A  (a  —   I)  c  4-  X  (a— I)  d  —  A(a—  I)bc    — 


l  (a— I)  bd  —  ?;  (a— O  cd  +  X  (a— l)  b  c  d] 
—  (A  ab  -f-  i  ac  -j-  A  ad)  -j-  (\  abc  -}"  ^  ^^  + 
A  acd)  —  "K  ab  cd. 

Sollte  aber  diese  Summe  zwar  am  Ende  des 
Sterbejahrs  von  A,  jedoch  bey  dem  Tode  derer  A 
bezahlt  werden,  welche  irgend  eine  der  Personen 
B,  C,  D  während  eines  Theils  des  Sterbejahrs  über- 
lebt, so  wäre,  wenn  wieder  z  die  verflorsene  Zeit 
bezeichnet,  der  gegenwärtige  Werth  der  Zahlung 
des  xten    Jahrs  z=z 

X-l  X — 1  X — 1 

A  A B —  z  AB 

/dz    [ '       f 

A  rx  ^  •-  B  T- 

X 1  X 1  X 1  X-I 

C —  —  z  A  C D —  —  z  AD— 

+ 


C  «^  D 

X 1  X 1  X 1  X 

(B — zaB )  (C — zAC" 


B    C 

X 1  X 1  X 1  X 1  X^l  X 1 

(B -zAB — "XC -zAC — XD — -zAD — ) 

"^  B~  CD  ^' 

woraus  man  den  Werth  für  jeden    gegebenen    Fall 

finden  kann. 

Bestände  z.  B.  die  Verbindung  av^s  drey  Per- 
sonen ABC  und  sollte  die  Summe  1  bey  dem  To- 
de von  A,  so  wie  vorher  bestimmt  worden,  bezahlt 
werden,  so  wäre  der  Werth  der  Zahlung    des  xten 

X 1        X 1  X \  X— 1 

^       A B ,        A C 

Janrs   ■=.-( r-T\ ' T  ■ 7-7=^ 

-^         AB  rx  '  AC  rx 

IL  Y 
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X  — t  X  X  — 1 

A •     B-  .  A- 


"^  A  B     rx"  ~^  A  C     rx 

X 1  X 1  X 1  X 1  X  X 

A fi C  —        ,      A B—  C- 

^    ^  A  B  C     rx  ~        A  B  C     rx       ^ 

X-— t        X — I         X  X — I         X        x — I 

A B C—  A B—  C __^ 

* .  ^        A  B  C     rx        "*"  ABC     i^^^        ^  "^ 

X  X 1  X  X 1 

A—  B A—  C- — 

^^        AB    rx  »"  A  C     iT  "«" 

XX  XX 

A  B     rs  ^  AC     1%        -^  ~ 

X         X 1  X 1  XX  X 

A— B C ,        A— B—  C— 

^    V         A  B  C     rx  ^        A  B  C     rx       ^  ~ 

X         X — r        X  XX  X— I 

A— B ^C—  A—  B-  C 

^    ^       ABC     rx        +  ABC  1^^  '^' 

Hiei'aus  erhält  mau    den    Werth    der    Anwartschaft 
— I     — I 
A— B — 


für  alle  Jahre  ==  f  [ — ^ —  A  (a  —  I)  (b  —  I) 

A      Jj 
— I  — I 

A—     C — 


+     j—^ XCa—    I)     (c    —    I)     + 


A— r-  .        A 


A  (a— I)  b  -i A  (  a  —    I  )   c 


A  V       ->       '  A 

B 


B 

c- 


X  a  ( b    —    1  )     — 


C 

—I     —I      — I 
A— B— C 


-Aa(c—   I)    —    Aab    —    ;iac] 


-f[— ^^g— ^-  XU  -   I)    (b  -   I)    (c  -  I) 
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*    "  li  r-       ( 

t,    r  1     ....      T  ^    Kr 

— r            — I 

■R —     n— ^ 

At.alJDC 

1    T     ^  K    ...-    r  ^      /"  n           T  \  "] 

B       C 

A T^ — 

-  ■  ■     /.  a    ;^  D  —   i  j     V.  t-         1  >  J 

r 

'*'•          AB 

^             AG 

(B 

Ä  (a   —    1)     (b  —    I)     c 

t 

;t(a—    Ob(c    —    I) 

JL    T    fl)  ■-     J")  c      ■  — 

B 

C 

'        '    c   ' 

3r           pr 

—1 
A  — 

;i    a  b    (c    —    I)    ]      = 
abfA-ac                    Xabc      ^     ^ 

3                                      3 

*  r 

__     1  r  T    .-_    1  'i    h    -k 

— 1 
A 

—      /v   ^  a     —    i.  j     u     -p 

^Ca—    I)c     ^ 

A 
— r 

Vi — 

A  a  (b    —    I)     — 

B 

— 1 

^  a   (c    —    I)  ]    — 

c 

— I 

A 

X     r              -^ 

1    r-1             l\    h   r 

— I          — 1 

B—     C 
B    C 

Ka  (b  ~  I)     (c  ^  I)]    - 

Y   2 
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—  i     — 1 
A—     B— 


^    [  ^— B /(a     -    I)     (b    -    I) 

— I        — I 
A —     C — 


+ j^ ■-  A  (a    -    I)   b    (c     -    I) 

.—I  — 1 

B—      C — 


^  .    A  a  (b  —   I)  c TT—  A  a  b  (c  —   i)  ]. 

Berechnet  man  den  Werth  dieser  Sunniie,  wenn 
sie  bey  dem  Tode  von  B,  in  so  fern  dann  noch  ir- 
gend eine  mitverbundene  Person  lebt,  und  bey  dem 
Tode  von  C,  falls  dann  noch  ein  Interefsent  vorhan- 
den ist,  bezahlt  werden  soll,  und  nimmt  alle  di'ey  Wer- 
the  zusammen,  so  heben  sich  wieder  diejenigen  Theile, 
welche  in  die  um  ein  Jahrzurückgerechneten  Zahlen 
der  Lebenden  niultiplicirt  sind,  auf,  und  es  bleiben 

2  I  i\     au       1       i\    ay^  rv     a   u  ^ 

3r  pr    ■- 


X 

ab 

t 

X 

ac 

X 

äh 

2 

l 

b^ 

A 

a  c 

2 
t 

l 

Tc 

}  n 

"i  4 

2 

: 

T'r.     -L 

A  a  b  c 

^ 

A  a  b  c 


l 1 . ]    >|,. 

3r           pr  _  ^        _                       l 

2               I  AacfAbc                   Aabc 

3  r            p  r  2                                    3 

2  I 

[A-ab+Aac    +    Xbc    —    Xabc]« 

r  p  r 

3  1 

Dies  ist  aber  =r= —  \},  a  -j-  A  b  -f-  A  c")  — 

r  pr 

I  I  —  — 

[X  a  -h  A  b  -I-  Ac  —  X  a  b   —  X  a  c     — 

r  pr  '  ' 

A  bc  4~  ^  abc],  d.  h.  gleich  der  Summe  der  bey 
dem  Tode  jeder  einzelnen  Person  unbedingt  zu  zah- 
lenden Anwartschaft,  weniger  der  bey  dem  Tode 
des  Längstlebenden  zu  zahlenden  Anwartschaft,  (S. 
weiter  unten  §.  301}. 
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Anm,      Auch    liier    kann    man     don     vollständigen    Werlh 

wieder   unmittelbar  erhalte)),   wenn  man   bey  dem  lür  ganze  Jah- 

n — 1 

AA 

re  angegebenen   Werthc  in   den  Factoren,   die  in  r ^ — 

A  rn 
multiplicirt    ;>ind,     die    vollständigen     Werthe    der  Existenzen 

und    Coexiütenzen    für   jedes  Jahr    nach  §^   209    b.    sei^t» 

§.  300. 
Es  soll  bey  dem  Tode  der  letztsterbenden  un- 
ter den  zwey  Personen  A  und  B  die  Anwartschaft 
I  bezaldt  werden,  falls  dann  noch  irgend  eine  der 
mit  ihnen  verbundenen  Personen  C,  D  und  F  lebt, 
man  sucht  den  Werth  der  Anwartschaft  (z.  B.  den 
Werth  einer  mehreren  Kindern  nach  dem  Tode 
beider  Eltern  zufallenden  Erbschaft).  Da  die  An- 
zahl der  Paare  von  A   und  B,  welche  im  xten  Jali- 


A .        B" 


re  ffanz  aufsterben  nr: +  ^ 

^  A  *  B 

X 1         X 1  X  X  XX 

A' — B A—        B—        A— B— 

A  B  '  -  ^  -  "B"  +  -AfT  'S-  '^00)' 
und  die  Anzahl  der  Vereine  unter  C,  D,  F,  wo- 
von  am    Ende    noch    irgend    eine    Person   lebt,    =: 

X  X  X  XX  XX 

9ir  _L  PZ  _r    ■^'~~         C-D—         C—  F— 

f^         I      ~~rT~   "T"    "TT"   — 


C      '      D      '      F    —      C  D  C    F 

XX  XXX 

■p\ — "C" —  f^ — -pi t;i 

-^-  - — ■  -|- ,,    ,_. —  (ebendaselbst),  so  hat  man, 

D  F        "^         C  D  F  ^ 

auf  ganze  Jahre  gerechnet,    den  discontirten  Werth 

X  —  I  X— X 

I       A .  B 

der  Zahlung  für  das  xte  Jaiir  rr:  —    Q 


rx     ^     A      '       E 
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X — I      s— I  X  X  XX  X 

^  A B :^  __  ^~~  4,  A— B—       C— 

A     B        ""    A  B"  "^    AB     ^   ^"CT 

X  X  XX  XX  XX 

j.  5z  4.  Ez  _  5z?r  _  9zZr  —  d~F"^ 

"^   D    "^  "F  cd  ~C"Fr  D  F 

X  XX 

,   C— D— F— 
T n  r\T? )>  wonach  man  für   jeden    Fall    den 

ganzen  Werth  finden  kann. 

Sind  z.    B.    der    überlebenden    Personen    zwey, 

nämlieh  C  und  D,  so  ist    der    gegenwärtige    Werth 

X 1  X-^I 

I       A B — 

der  Zahlung  des  xten  Jahrs  = f — r 1 zzr- 

^  rx     ^    A       '        B 

X—  I       X  — I  X  X  XX  X 

AB  A    "~    B    ■*        A  B     ^   ^~C 

X  XX 

.   D—         C— D— 

■7-  -^FT" ftt-t-  )  •       Hieraus    erhält    man    den 

L)  L-  JJ 

— r 

j^ 

Werth  der  Anwartschaft  =  — -—    [X  (a  — -  I)  c    -j^ 

A 


B— 


^  (a  -  I)   d]    -I g—  [A(b-I)c+;A(b-I)d] 

—    [Aac     -|-     ;iad     -f'     ^.hc     -j-     ^bd]     — 
A— b"' 


-j^p^  [ACa-D  (b-I)c  -j-  Ka-I)  (b-l)d]- 

A—      B~' --, 

T~  ^  <^a  —  O  c  d -^  X  (b— I)  cd  -f 

K  abc  -f-  A  abd  -f~  ^'  acd  -|-  A  bcd  -f" 

^ —  B — 

—    ^  (a  __  j)  (b  —  X)  c  d    —    Aabcd. 
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Da  aber  hienach  die  Anwartschaft  nur  berech- 
net ist  für  diejenigen  Personen  unter  CD,  die  am  En- 
de des  Jahrs,  worin  das  Paar  AB  aufstirbt,  noch  leben, 
und  daher  für  diejenigen  C  oder  D  noch  etwas 
hinzugelegt  werden  niufs,  die  zwar  am  Ende  des 
Jahrs  todt  sind,  aber  doch  bey  dem  Sterbefalle  von 
A  oder  B  noch  lebten,  so  müfste  zu  dem  obigen 
Werthe  noch  eine  Correction  hinzukommen.  Woll- 
te man  aber  in   dem    obigen  Beispiele,    wie    vorher, 

X  X 1  X 1 

anstatt  C       setzen  C         —  z  ^G  etc.,  so  würde 

der  endliche  Ausdruck  aus  64  verschiedenen  Leib- 
renten für  zwey,  drey  und  vier  Personen  bestehen. 
Man  könnte  daher,  um  die  Rechnung  abzukürzen, 
wenn  der  Werth  nach  der  obigen  Formel  oefvmdeu 
ist,  auch  den  Werth  einer  ähnlichen  Anwartschaft 
für  den  Fall  suchen,  wenn  A    und  B    das    nämliche 

Alter   behalten,   C  und  D  aber  um  ein   Jahr    jünger 

-I         -i 
.     C— D— 
sind  als  vorher,    und  diesen  Werth    mit  ■ — — — — — 

multipliciren,  avo  man  dann  den  Werth  so  erliält, 
als  wenn  alle  in  jedem  Jahre  abgehende  C  D,  de- 
ren mitverbundenes  Paar  AB  in  demselben  Jahre 
aufstirbt,  die  Summe  I  erhielten.  Beide  Werthe 
kann  man  dann  zusammenlegen  und  die  Hälfte  da- 
von als  einen  Näherungswerth  ansehen,  da  man  oh- 
ne beträchtlichen  Fehler  annehmen  kann,  dafs  der 
Abgang  der  Pei'sonen  CD  in  jedem  Jahre  für  sich 
gleichmäfsig    geschehe. 

Anin.   Sollen  die  in  dem  agS  bis  3oo  bestimmten  Auwart- 
sc'iäi"t«ü  nicht  am   Endo  y^dca  Jaliis,     .sondern    soloil  bey     dtiii 
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eintretenden  Sterbefall  bezahlt  werden,  so    kann  man    die  an- 

gegebenen  vollständigen   Wertho  noch    mit  multipliciren  , 

P 

da  die  sonstige  Corrcction,  so  weit  sie  die  Zinsen  der  Anwart- 
schaften angeht,  nach  $,  294  wohl  als  unbeträchtlich  übergan- 
gen werden  kann, 

§.  3or. 

Manche  Anwartschaften  lafsen  sich  folgender- 
maafsen  sehr  leicht  finden.  Wenn  man  mit  XX  eine 
solche  Leihrente,  Verhindungsrente  oder  Rente  auf 
das  längste  Leben  und  die  längste  Verbindung  be- 
zeichnet, die  V07II  Anfange  an  bis  zum  Abgang  der 
einen  Person  oder  Auflösung  der  Verbindung  [un- 
verändert jährlich  mit  i  Rth,  bezahlt  werden  soll , 
mit  ■Ö^X  aber  den  baaren  Werth  der  Summe  I,  die 
bezahlt  werden  soll  bey  dem  Tode  der  einen  Per- 
son, Auflösung  der  Verbindung  etc.,  und  zwar  am 
Ende  des  Jahrs,  wo  die  Lebensrente  aufhört,  (folg- 
lich ein  Jahr  spater  als  der  letzte  Termin  der  Leib- 
rente fällig  wird),"so  ist  der  haare  Werth  dieser  Sum- 
me, falls  sie  in  dem  Augenblick  bezahlt  werden  soll- 
te, wo  die  Leibrente  aufhört,  =  ri?X,  und  der  ge- 
genwärtige Werth  eines  Kapitals,  das  vom  Aufhören 
der  Lebensrente  an  immerwährend  die  Zinse  I  tra- 
gen sollte,  ■=.  prtO-X  (Vergl.  §.  Hö  b.).  Nimmt 
mau  nun  den  Werth  der  Lebensrente  I  und 
den  baaren  Werth  des  Kapitals,  das  vom  Aufliören 
der  Lebensrente  die  immerwährende  Ziuse  I  trägt, 
zusammen,  so  erhält  man  das  Grundkapital,  das  ei- 
ne immerwäiirende  Zinse   I  giebt,  d.  h.   es  ist  ^X  -{- 

X    '        AX 

prü-X=:r]j,  also  0-X  ::=!  ■  —  ■ — .      Es  sey  z.   ß, 

i  i?  r  pr  ^ 
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.  1  X  a  b  c  d 

AX=:Xabcd,  so  ist  {)•  abcd  ; 


r  p  r 

(Vergl.  §.  293). 

Bedeutet  nun  XX  die  Rente  für  den  Längstle- 
benden unter  m  Personen,  so  ist  AX  rrr  SaI  —  5. All 
-{-  S.ijÜ.  —  ..  -j-  AM,  und  der  Wertli  der  Sum- 
me I,   die  bey  dem  Abgange  des  Längstlebenden  be- 

I  I 

zahlt  werden  soll,  oder  i!>X,   ist  =     — X 

r  pr 

(5.AI  —  SM  -j-    SMl  —..-[-  AM).      Wenn  also 

die  anfängliche  Verbindung  aus  drey  Personen , 
ABC,  besteht,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der 
Anwartschaft  I,  die  bey  dem  Abgange  des  Längst- 
lebenden bezahlt  werden  soll,  r=: —  (A  a    4- 

V  p  r  ' 

Xb  -|-  ^'C  —  A  ab  —  A  ac  —  A  bc  -f-  ^  abc)  (§,  296'). 

Besteht  die  Verbindung   aus    vier    Personen,  so    ist 

I  I 

der  eesuchte  Werth  =. (A  a    4-  A  b  -I- 

D  r  pr  ' 

Ac  -f-  ^d  —  X   ab  —  X  ac  —  A  ad  —  A  bc    —  A  "bd 

—  A  cd  -}-  Aabc  -|-  X  abd  -f-  Xacd  -j-  Xbcd  —  Aabcd)  etc. 
Wäre  XX  die   Rente  für    eine    längste    Verbin- 
dung zu  n  unter  m  Personen,  oder  XX  =    iS.AN  — . 
n  -r—,    .       n.nfi  - — — -  n.nti..in-i 

I  1.2  —      i.2..m-n 

C§'  279)?  so  hätte  man  den  Werth  der  Anwartschaft, 

die  bey  dem  Aulhören  dieser  längsten  Verbinduncr, 

d.  h.   bey  dem  (^m   —  n  f   I)ten  Sterbefall   in    dem 

Verein,  bezahlt  werden  sollte^^ —     rs?,'i^-^ 

r  pr 
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n  n.iifi  

I  '  1.2  ^ 


de  z.  B.  die  Verbindung  aus  vier  Personen  ABCD, 
so  wäre  die  Summe  I,  die  bey  dem  Aufhören  der 
Verbindung  zu  4,  d.  h.   dem  ersten  Todesfall,  bezahlt 

werden    sollte,    =r     —  —  K  abcd.     Ferner  wäre 

r        pr 

die  Summe,  die  bey  Auflösung  der  längsten  Verbin- 
dung zu  3,  d.  h.  bey  dem  Tode  der  Person,  welche 
die  zweite  im  Sterben  ist,  bezahlt  werden  sollte,  r=z 

(Aabc  4-  Aabd  +  Xacd  -4-  Abcd  —  SXabcd). 

r  p  r 

Sollte  bey  derselben  Anzahl  von  Personen  die  An- 
wartschaft fällig  seyn  bey  dem  Aufhören  der  letzten 
Verbindung     zu    zwey ,    so     wäre    der    Werth   = 

-^ ~  n  äh-}-  A  ac  -f  x'^4-  ;.  iTc  -f   ÜjH  4- 

r  pr  '  ' 

A  cd  —  2  G  ^^c  -jr-  K  abd  -\-  Aacd  -f-  Xbcdj  +  3  X  abcd]. 

§.  301.  b. 

Hiernach  kann  auch  der  Werth  der  Anwart- 
echaft  bestimmt  werden,  wenn  bey  dem  Tode  jeder 
von  m  Personen,  bis  avif  gewifse  der  Ordnung  nach 
angegebene,  die  Summe  I  bezahlt  werden  soll,  indem 
die  W^erthe  der  bey  dem  Tode  jeder  einzelnen  Per- 
son zu  zahlenden  Summen  zusammengenommen  und 
davon  der  Werth  der  Anwartschaft  für  die  avisge- 
nommenen  Fälle  abgezogen,  oder  auch  die  Werthe 
der  Anwartschaft  für  diejenigen  der  Ordnung  nach 
gegebenen  Fälle,  wo  sie  bezahlt  werden  soll,  zusam- 
mengenommen  werden. 

Sind  z,  B.  wieder  vier  Personen   ABCD,  unfl 
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soll  bey  dem  Tode  einer  jeden,    so  lange  noch    eine 
andre  lebt,   d.  h.  mit  Ausnahme  der  Längstlebenden, 

die  Summe   I  bezahlt  werden,  so  hat  man    den    ge- 

I  ^  a  I  ^  t) 

«ammten  Werth  =    —    —  — •  -4-     — + 

r  p  r  r  p  r 

1  Ac   ,     I  A  d       I    .     I 

4 -f —  (Ka  4-  Xb  4-  \c 

r  pr       r  p  r      r       pr 

-f-  Ad  —  X  ab  —  i  ac  —    X  ad    —    X  bd    —    A  bc 

—  A  cd  -j-  A  abc  -j-    ^  abd  4"    ^  ^^^  4"    ^  ^^^1  "~ 

X  abcd)  =.  — (Aab4-Aac  +  Aad  +    X  bc 

r  pr 

-j-bd  -}-  Acd  —  Xabc  —  Aabd  —  Xacd  —  Xbcd  -j-  Aabcd)» 
Sollte  die  Summe  I  nur  bey  dem  Tode  der  bei- 
den zuerst  Sterbenden  bezahlt  werden,  so  müfste 
man  noch  von  dem  letzten  Ausdruck  den  angegebe- 
nen Werth  der  Anwartschaft  für  die  dritte  Person   im 

Sterben  abziehen,  nämlich fX  ab   +  A  a  c 

r  pr  ■-  ' 

+  A  ad  -f.  A  bc  -f.  X  bd  4-  ;i  cd    — -    2    (A  abc    -f- 

X  abd  -f-  l  acd   -|-    X  bcd)    -|-   3   A  abcd],  und  man 

2  I        

erhielte  das  Gesuchte  :=:  — ■ (^  abc    4-    A  abd 

r  pr  ' 

-f-  K  acd  4-  ^  bcd    —    2  ^  abcd). 

Würde  hierin  der  Werth  für   die  zweite    Per- 


I  I 


son  mi  Sterben,  oder  • —  —  (A  abc  4-  ^  abd 

r  pr  ' 

-f-  ^  acd  -|-  ^  bcd   —  3   A  abcd),  abgezogen,  so  er- 

I  X  abcd 

melte  man  den  liest  =  —   —    • ,     als     den 

r  pr 

Werth  der  bey    dem    ersten  Todesfall  zu  zahlenden 
Summe  I, 

Anni,   Man  mufs  Indefssn  bey  dem  im  §.  3oi  vor^etragünea 
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Satze  nicht  übersL-hcn,  dals  derselbe  nur  in  so  fern  gilt,  als 
A  X  "f  p  TiT-  X  m:  p  ist,  also  in  so  weit  als  die  Lubcns- 
rente  vom  Anfang  an  unverändert  bis  zu  einem  bestimmten 
Abgang  bezahlt  wird.  Wollte  man  unter  /,  X  eine  Ueberlc- 
bensrenta  oder  eine  andre  sonst  bedingte  Rente  verstehen,  so 
würde  nicht  der  Werth  der  Rente  und  der  gegenwärtige  Wertli 
des  Kapitals,  das  vom  Aufhören  der  Rente  an  jährlich  die 
Zinse  i  trägt,  gleich  dem  Grundkapital  seyn,  und  der  vorge- , 
tragene   Satz  wäre  auf  diesen   Fall    nicht  anzuwenden. 

§.  302. 
Alle  Anwai'tschafteii,  von  denen  Idslier  gehan- 
delt worden,  lafsen  sich  auf  zwey  oder  niehrere  Le- 
bensrenten für  eine  oder  mehrere  Personen  zu- 
rückführen, und  zwar  fangen,  wenn  die  Anvvartschaft 
soi'ort  vom  ersten  Jahre  an  im  eintretenden  Fall  zahl- 
bar seyn  soll,  alle  Lebensrenten,  worauf  die  Anwart- 
schaft reducirt  wird,  sofort  anzulaufen.  Soll  aber 
die  Anwartschaft  mit  den  nämlichen  Bestimmungen 
vom  n  -j-  Iten  Jahre  an  zahlbar  seyn  ,  so  mülseii 
in  der  Fundamentalformel  für  dieselbe  alle  veränder- 
liche Zahlen  der  Lebenden  um  n  Jahre  weiter  fort- 

I 
rücken,  auch  der    Exponent    der    Potenz     von    —^ 

um  n  gröfser  werden,  wogegen  die  Aufangszahlen  der 

Lebenden  unverändert  bleiben.       Wenn    z.    B.    die 

I'undamentalformel     für    eine    Anwartschaft    z=z 
n-i  i>  n 

-AA— (B-B-)  (C-C-)      ..  .. 

/ — • wäre,    so    wäre   Uey 

A  rn  B      C 

der  sofort  zahlbaren  Anwartschaft  das  erste   Glied  =rz 

AA^    (B-Bi)  (C-C^)    ,  ,  ,  ,  r 

. .  1^ bev   der  um  ii    Jahre    aulge- 

A  r  B   C         '      ^  ''. 
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n  n+r  nfr 

AA--(B-B-j(C-C-) 

sclioheiien  Anwartschaft  aherr=:  ■ ,.    ^ ♦ 

A  rnft  B   L 

Da  übrigens  die  Fundanientalforniel  dieselbe  Form 
behält,  die  Anwartschaft  mag  sofort  oder  erst  vom 
n  -[-  Iten  Jahre  an  zahlbar  seyn,  so  erhält  man 
auch  durch  Reduction  beider  Formeln  auf  die  Le- 
bensrenten eben  so  viel  und  eben  so  zusammen- 
gesetzte Lebensrenten,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dafs  in  jeder  einzelnen  zu  der  aufgeschobenen  An- 
wartschaft gehörigen  Lebensrente  die  A^eränderlichen 
Zahlen  der  Lebenden  um  n  Jahre  fortrücken,  auch 
der  Exponent  von  r  um  n  gröfser  wird.  Wenn 
z.   B.  irgend  eine  Lebensrente  bey    der    gleich    lau- 

A^^B'^C'^D'^         A-B— 

fenden  Anwartschaft  =  f — .  ^^/^t^ =^ ;r-  X 

•^      ABCD  r'  AB 

K  (a — I)  (b — I)  cd  war,  so  wird  eben  dieser  Tlieil 

bey  der  um  n  Jahre  aufgeschobenen  Anwartschaft  =: 
'n      'n     'nfi  'nfi  n-i        n-i         n  n 

A— B— C-D—  __      A —  B—  C-   D— 
■^      ABCD  rnfi  ABC  D"Tn  '      ^ 


A  (a  4-  n  —  I)  (b  t  n  —  I)  (c  f  n)  (d  f  n). 
Wenn  also  die  Anwartschaft  um  n  Jalue  auf- 
geschoben werden  soll,  so  müfsen,  aus  wie  vielen 
Theilen  der  Ausdruck  dafür  auch  bestehen  mag,  iu 
jeder  Theil-Rente  die  veränderlichen  Lebensjahre 
um  n  vermehrt,  der  Werth  auf  n  Jahre  discontirt 
und  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  dieselbe  Ver- 
bindung von  Personen,  weiche  bey  dieser  Theilrente 
zu  Grunde  liegt,  am  Ende  des  nten  Jahrs  bestehe, 
muitiplicirt    werden. 
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Ist  irgend  eine  Altersergänzung  Meiner  als  n, 
so  fallen  diejenigen  Theile,  worin  die  Zahl  der  Le- 
benden vorkömmt,  der  diese  Altersersänzuns  zu2e- 
hört,  weg,  indem  der  eine  Factor  darin  rr:  0  wird 
lind  die  Verbindungen  mit  den  Personen,  denen  die 
gedachte  Altersergänzung  zukömmt,  aufgehört  haben. 
§'  303. 

Falls  eine  Erbschaft  nach  ii  Jahren  aufliören 
sollte,  d.  h.  nur  bey  den  Sterbefällen,  die  in  den 
ersten  n  Jahren  vom  Anfangstermin  an  eintreten, 
bezahlt  werden  sollte,  so  fände  man  ihren  Werth_, 
indem  man  von  dem  Werthe  der  jetzt  laufenden 
Erbschaft  den  Werth  der  um  u  Jahre  aufgeschobe- 
nen Erbschaft  abzöge. 

Sollte  dagegen  die  Zahlbarkeit  der  Erbschaft 
erst  nach  Ablauf  der  ersten  n  Jahre  anfangen  und 
mit  dem  Ende  des  n  -j-  mten  Jahrs  wieder  aufliÖ- 
ren,  so  mülste  man  den  Werth  der  um  n  Jahre, 
imgleichen  der  vim  n  -|-  rn  Jahre  aufgeschobenen 
Erbschaft  suchen,  und  den  letztern  von  dem  erstem 
abziehen,  wo  dann  der  Rest    das  Gesuchte    giebt. 

§.  304. 
Wenn  eine  Erbschaft  zahlbar  wäre  vom  Ablauf 
des  nteu  Jahrs  an  unter  der  Bedingung^  dafs  sämmt- 
liche  zusammenverbundene  Personen  bis  dahin  ge- 
lebt hätten,  so  müfste  man  den  Werth  der  Erbschaft 
für  den  Fall,  da  sämmtliche  Personen  um  n  Jahre 
älter  wären,  suchen,  denselben  auf  den  Anfangster- 
min discontiren  und  mit  der  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  alle  zusammen  verbundene  Personen  am  Ende 
des  nten  Jahrs  noch    leben,    multipllciren. 
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§.  305. 
Bey  dem  Tode  von  F  sollen  zwey  Personen, 
A  und  ß,  so  fern  sie  dann  noch  leben,  die  Summe 
I  zu  gleichen  Th eilen  erben,  (nämlich  so  dafs  wenn 
sie  beide  leben,  die  Snmme  halbschiedlich  getheilt 
wird,  wenn  nur  noch  einer  lebt,  sie  diesem  allein 
zufällt,  wenn  aber  keiner  von  ihnen  mehr  lebt,  sie 
auf  Fremde  übergeht);  man  will  den  gegenwärtigen 
Werth  des  Antheils  von  A  und  B  wifsen.  Die  Sum- 
me, welche  bey    dem    Abgange    der    Person    F    im 

ii-i  n-r       " 

^F—         F— -F— 

nten    Jahr    fällig    wird,  ist   =  -^ =  — :-; , 

°  r   rn  jb    rn 

Ferner  sind  die  verschiedenen  möglichen  Fälle    des 

Lebens  und  Todes  unter  den  jPersonen     A    und    B 

n  n 

•       ,  ..     •  T  A—     B— 

m    dem   nämlichen    Jahre   nr  : — =; -4- 

A     B  ' 

n  n  n  n  n  n 

A— (B-B — )         B — (A-A — )         (A-A— )  (B-B— ) 

Ä     ß         "^  Ä'b  "■  ~AB 

^=   I  (§•    I98)j  ^ind  es    ist    daher    auch    der  Werth 

der   bey  dem  Ableben  von  F  im    nten  Jahr  vorfal- 

n-i  n  n        n 

I —  -  F-         A-  B- 

lenden  Zahlung  rr:  — [ —     -U  o 

^  1    rn  A      B  ' 

n  n  n  n  n  n 

A — (B-B — )         B — (A-A—)         (A-A — )(B-B— ) 

~~Ä     B  ^         Ä      B  ^  AB  ^  • 

Hieraus  erhält  man  den  Werth    für     alle    Jahre  bis 

n  - 1      n      n 
F — A-B- 

zur  Alterserofanzuns  von  F  r=  f   7-; — - — — —  4- 

a  o  ^     rn     F   A    B  ' 

n-i       n  n  n-i       n  n 

r     F— A-   (B-B-)  F —  B-(A^  A-) 

^  rn    F  A  ß  "^^       nT'F'nB'  '^ 
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n-i                 n                    n  n         n     n 

F — (A.A-)(B-B-)  F— A— B — 

^               rn  F     A     B  —-^    in  F  A  B 

n         n                  n  n         n                  n 

F — A— (B-B— )  F — B— (A-A— ) 


^  in    F  A  B  ^'        rn     F  A  B 

n  n  n 

_    F— (A-A— )  (B— B— ) 

/ ^i; =; ,  vmcl  der  Werth  sämt- 

rn  Jr    AB 

n-r 

af— 

liclier  Zahlungen  ist  r=:  f  ^ =  d-L  d.  i.   der  bev 

°  -^    F  rn  •' 

dem  Tode  von  F  zu  zahlenden  Summe   I.      Alle  die 

angegebenen  Ausdrücke  sind  Verbindungs-  oder  Ue- 

berlebensrenten  ,   deren  Werlh  nach  den  vorher  er- 

theilten  Vorschriften    gefunden    v-^erden    kann.      Da 

nun  A,  so  lange  er  mit  B  zusammenlebt,    |,    sofern 

er  aber  nach  B  allein  lebt,  das  Ganze  erhalten  soll, 

n-i         n        n 
F —  A—  B— 

so  ist  der  baare  Antheil  von  A  =  ?  / -r:; — 7 — - — ■ 

-■'      rn    t    A  B 

n-i       n  n  n  n  n 

F —  A—  (B  -  B— )  F—  A—  B— 


rn     F  A  B  '■'         rn    F  A  B 


F— A— (B-B— )  F— 


X  a  (f  —  I)  —  X  ab  Cf  —   DJ  —  f  A  äbf   —    l'^i 
-r 

F —        — 

+  A^abf  =:— r-   [^  a  (f— I)  —  ^  Aa  b  (f— I)  ]  — 
r 

A  af  -|-  ^  A   abf.      Auf  die  nämliche  Weise  hat  man 


den  Antheil  von  B  =  --^    [A  b(f-l)  —  fXab(f-I)]— 
A  M   +    I  A  a¥f  . 
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Wenn  z.  B.  a  =  10,  b  =  20?  und  f  =50» 
so  ist  nach  Wargentins  Tabelle  und  dem  Zinsfufs  von 
4  Procent  der  Werth  für  A  z=  |||f  ( 11,019  — 
f.I0,034)  —  10,802  +  f-9?852  =  0,248»  der 
Anthell  für  B  aber  =  |||^  (10,772  —  f.  10,034) 
—  10,568  +  f.9j852  =  0,230.  Beide  Antheile 
zusammen  sind  =  0,478«  Da  nun  •0^50  nach  War- 
gentins Tabelle  =  0,513  ist,  so  ist  0,513  —  0,478 
=  0,035  der  Antheil,  welcher  nach  dem  Ableben 
sowohl  von  A  als  von  B  Fremden  zufallen  würde. 
(Da  hier  nur  ein  Beispiel  angeführt  werden  sollte, 
so  sind  alle  Werthe  auf  ganze  Jahre,  auch  die  Ver- 
bindungsrenten A(I0.49),  ^(20.49)  und  A(io. 20-49) 
nach  der  Interpolation  berechnet.  Wollte  man  die 
genauen  Werthe  nehmen,  so  würden  die  Antheile 
wohl  etwas  anders   ausfallen). 

Sollten  der  Erben  drey,  A  B  und  C,  seyn,  so 
wäre  der  Inbegriff  der  möglichen  Fälle  des  Lebens 
und  Todes  unter  ihnen  in  irgend  einem  nten  Jahre  = 
n  n  n  n  n  n 

A—    B —   C —  A —  B —  (C  —  C — > 

ABC  '  Ä      B~1C 

n  n  n  n  n  n 

A—  C—  (B  —  B— )  B—  C—  (A  -  A— ) 
"^  ABC  ^  ABC 

n  n  n  n  n  n 

A— (B-B— )  (C-C-)  B— (A  -  A— )  (C-C— ) 

"^  ABC  "^  A     B    "C 

11  n  n 

,  C-  (A    -   A-)    (B    -    B-) 

^  ä~b"c  "*" 

II.  Z 
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(A  --  A  -)  (B  -  B-)  (C  -  C-) 

A       ß       C ^^'     ^9S). 

Wenn    man    also    liier    jeden    einzelnen    Bruch  mit 
n-i  n 

F —  F— 

und  •   mnltiplicirt,  so  erhält  man  15  ver- 

Frn  F  rn 

schiedene  Verbindungs-  und  Ueberlebensrenlen  für 
vier  Personen.  Sucht  man  nun  den  Antheil  von 
A,  so  besteht  derselbe  aus  \  der  Rente,  die  A  mit 
B  und  C  gemeinschartlich  geniefsen  sollte,  ferner  ~ 
aller  derer  Renten,  welche  A  mit  irgend  einer  Per- 
son von  B  und  C  gemeinschaftlich  bezieht,  und  zu- 
letzt aus   der  ganzen  Rente,  die  A  allein  erhält.     Fs 

-r 

■wäre  also  z.  B.  der  Antheil  vonA  rrr  — --  [X  a  (f  -  l) 

irrt:  T 

—  I  X  ab  (f-I)  —     f  XT^  (f-I)    -f    f  X  abc  (f-I)3 

—  llI-{-  fAd7f+fX^—    fX  äbd. 

§.  305  b. 
Wären  zwey  Personen,  F  und  M,  mit  drey 
andern  A,  B  und  C  solchergestalt  verbunden,  dafs 
"Wenn  die  letzte  von  F  und  M  stürbe,  die  drey 
A,  B,  C  zu  gleichen  Theilen,  so  wie  vorher  be- 
stimmt worden,  die  Erbschaft  I  erhalten  sollten,  so 
müfste  man  aus  dem  Werthe  der  Zahlung  des  nten 
Ti-i  n-i  n-i        n-r 

__     t       F—        M—  F— M— 

Jahrs,  _  —  [--  +  — -  _  p    lyi  - 

n  n  n       n  n        n        n 

F—        M—         F-M-  A-  B-  C- 

"f"  W  "^       iTW  ^   ^         ÄTb  C  + 
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n    n 


A-B'(C-C-)         A-C-(B-B-)         B-C-(A-A-) 
ABC        "^  ABC         "^  A~'B~C 

n  n  n  n  n  n 

A-(B— B-)    (C— C-)     B-(A— A-)     (C— C-) 


^  ABC  ^  ABC 

C-(A-A-)(B-B-)         (A.a")(B-B-)(C-C-) 
"*""  ABC  +  ABC  -^' 

•die  einzelnen  Renten  bestimmen,  und  dann  wieder 
von  den  Renten,  die  A  mit  den  zwey  andern  zu- 
sammen beziehen  würde,  ein  Drittheil,  von  den  Ren- 
ten, die  er  mit  irgend  einer  andern  Person  gemein- 
schaftlich genöfse,  die  Hälfte,  und  von  denen,  die  er 
allein  bezöge,  das  Ganze  nehmen,  um  den  Antheil 
von  A  zu  linden. 

§.  306' 
Eine  der  Zahl  nach  geschlolsene  Gesellschaft 
von  Paaren  aus  AB  wird  errichtet,  unter  der  Bedin- 
gung, dafs  jedes  bestehende  Paar  oder,  wenn  eine 
Person  aus  dem  Paar  verstorben  ist,  das  andere  le- 
bende Individuum  bey  dem  Tode  jedes  einzelnen 
Interefsenten  die  Summe  I  zahlen  solle;  man  soll 
den  Werth  der  Anwartschaft  für  jedes  Paar  bestim- 
men. Wenn  die  anfängliche  Zahl  der  Paare  rr: 
AB  ist,  und  auf  ganze  Jahre  gerechnet,  auch  jeder 
Sterbethaler  am  Schlufse  des  Sterbejahrs  bezahlt 
werden  soll,  so  ist  in  dem  xten  Jahre  die  Zahl    der 

X-t  X-I  X 

abgehenden   A  =  AA —  B  rr:  (A —    —    A     )  B, 

X-  I 

und  die  Zahl  der    abgehenden  B    z=z    AB         A  =2 

Z  2 
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X-» 


(B  —  B  ~  )  A,  worunter  auch  die  zusainmengehö- 
rigen  A  und  B  begriffen  sind,  welche  beide  in  dem 
nämlichen  Jahre  sterben.  Dagegen  ist  die  Zahl  de- 
rer Paare,  wovon   irgend  eine  Person  vorhanden  ist, 

=  A —  B  4-  B—  A  —  A —  B— .  Folglich  wird 
der  gegenwärtige  Werth  der  Zahlung  für  das  xle 
Jahr,    auf  jedes  Paar  vertheilt,  r::: 

V- T  X  X"~I  X  X  X  X         X 

[(A— -  A-)Bt(B--  -  B-)  A]   (A-ß  f  AB"-  A-ß-) 
____ 


x-i      X  x-r      X  x-i 

A —  A-  B  A —  ß-  A —  A- 


A  rx 

A- 

X              X 

A 

B 

A  rx 

X 

B- 

-I             X 

-    B- 

•  A 

B  rx 

B- 

X            X 

-B— 

A 

+ 


A   rx 

X  X 

A—  A— 


+     S-7—   + 


rx  '  A  rx 

X-I  X  X-I  X  X 

B—  A—         B —  A—  B— 


rx  B  rx 

XX  XXX 

B—  A—        B— A— B— 
ß  rx  rx  B   rx       -^ ' 

l^immt  man  aber  die  Zahlungen  für  alle  Jahre  zu- 
sammen, so    erhält   man    den    gesuchten   Werth  rr: 


A —  B    [l  (a— I)  a    -f-   ^  (a— I)   b    —   X  (a— l}ab] 


4-  AB—   [,1  (b— I)  b  +  ;.  (b— I)a  —  A(b— I)ab] 

—  AB  [A  "ää"  -f-  A  bb"  +  2  A  ab  —  X  aab  —  X  abb]. 
Sollte  die  Anzahl  der  in  Gesellschaft  tretenden  Paa- 
re   z=i  N  seyii,  so  müfste  man  den  gefundenen  Aus- 

-       N  ... 

druck    mit    ■    _,-     znultipliciren    und     man    erhielte 
AB  ^ 
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NA— 


dann  den   Werth  =  . [^(a  —   I)*     "f* 


NB — 


X(a  —  O  b  ^  A(a-l)ab]-| _—    [X  (b— I)b 


+  X  (b  —   I)  a  —  X  ab  (b  —   I)  J  —    N   [K  aa  -|- 

Abb  +  2Aab—  Xaab—    Xabb]. 

Ex.  Es  sey  N   =:  30O5   a  =  40j  b  =  50?  so 

ist  der  gedachte  Werth  nach   Wargeutins    allgeaiei- 

11er  Sterblichkeitstafel  und  dem  Zinsful'se  von  4  Pro- 
5oo,465i     .  ,  ^      , 

Cent    =  (11,070  +    9j7I3  —  8,269)  -f 

4591 

-^~  (8,821  +  9^795  —  763  0  —300  (10,964 
+  8,708  +  I9j280  —  8,229  —  7,565)  = 
303,92.12,514+306,08.10,985  —  300.23,158  = 
3803,56  +  3362,33  —  6947,4  =  218,4-  (Die 
Verbindungsrenten  sind  indefsen  auch  hier  nach  der 
Interpolation  berechnet,  und  es  ist  daher  die  Genau 
igkeit  des  "W  erths  nicht  zu  verbürgen). 

Wollte  man  aber  diese  Anwartschaft  auf  augen- 
blickliche Theile  des  Jahrs  berechnen,  jedoch  so 
dafs  die  Zahlungen  am  Ende  des  Jahrs  geschehen, 
so  hätte   man    den    Werth    der    Zahlung    des  xten 

X-l  X-I 

,,  ,AA —  AB —  x-i  x-i 

_'^~'  ^-i  X-l  x-l 

-f-  (B—   —  z  AB—)  A  —  (A —  —  z  AA— )  X 

(B—    —    z  AB—)]    dz. 

Hieraus  erhält  man  den  vollständigen   Werth= 
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iC-  A-A-ACa-lXa-D-f  —  ß-ß- ACb-l)(b.l)] 


4-A-B— ;iCa-l)(b-i)  — ABAab— ^AB(Aaa+Äbb) 


A—   B 


.|A-B-[^Ka-lXa-I)Cb-l)-f^Ka.lXb-lXb-I)] 
B      -1     -1   _ A 


■i[-^A— A— XCa-I)(a-I)b  +  ß-B-B—  AaCb-DCb-I)] 


4-f  A— B—  II  aCa— 1)  (b— l)  +  A  (a-I)  (b-l)b] 


—  f  [A — B  ?v  a(a— i)b    4-  AB —  A  a  b  (b— i)] 


+  f  [A — B    A  Ca— I)bb    -l-    AB —  A  aa  (b  —  l) 

.+  f   A  B  (A  a"^  4-   ^  äbb). 

Wäre  die  anfängliche  Anzahl  der  Paare  wie- 
der srr  N,  so  mürste  man  diesen  Ausdruck,  wie  vor- 

.       N 
her,  mit    - ,  _,    multipllciren, 
AB  ^ 

Anm.  Uebngens  gilt  auch  hier  dasjenige,  was  rvühei-  §, 
193  über  die  Unzweckmäfsigkeit  der  Todtenkafsen  dieser  Art 
gesagt  worden» 

^.  307. 

"Wenn  die  Anwartschaft  von  dem  zwiefachen 
Ueberleben  abhienge,  und  zuerst  bezahlt  werden 
sollte  bey  dem  Tode  von  A,  unter  der  Bedingung, 
dafs  vorlier  B  überlebt  hätte  C,  so  erhielte  man,  auf 
ganze    Jahre   gerechnet,   den    Werth    derselben    :z=: 


AA— /B-AC—  ^.    ^, 

f  \--,<~^ 7  wo  X  die  Alterseraanzung  von 

'  rx  A  B  C  ö  o 

A  ist.     Dies  ist,  nach  Analogie  der  g.  229  wnd  270?^=^ 
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ABC     ^  -^     r'  ~  ^  r».: 

B5  A  C^  1*^3"-    4-    Bi    A  Ci  .'^a^^-  .  Oj  welche 
Reihe  bis  zur   kleinsten  Altersergänzung  fortgeht. 

Avifserdem  kann  man  noch,   wenn  die  Alterser- 
gänzung von  A  gröiser  ist  als  die  der  übrigen    zwey 


X-I  X  X-I 


AA —   /B-    aC- 

Personen,  den  Ausdruck/" ■         ,^ 

rx     A  15   Vj 

in  zwey  Stücke  theilen.      "Wenn  nämlich  y  die  klein- 
ste Altersergänzung  ist,  so  hat  man  den    Werth  bis 

y-x  y       j'X 

AA —  /B—  AC— 
zu    Ablauf   der    Zeit   y  :=.    f — r — > 

r/  A  li    U 

wo   die  Zahlung  jedes  Jahrs  für  sich  berechnet  wer- 
den mufs.     Am  Ende  des  Jahrs  y  ist  die  Wahrschein- 


lichkeit,  dafs   B  überlebt  habe  C,  = 


B  C 

der  um  y  Jahre  aufgeschobene  Sterbethaler  für    das 


Alter    a     aber     r=:     — — -   d^  a  -\- y ,    folglich   wird 

A  \y 

der    Werth    dieses    zweiten    Theils    = 


y  y-i        y 

/B-  AC—  A 


^-/T-: ■{}  a.  A- y,     wo,    wenn    der    erste 

Factor  bekannt  ist,  die   Berechnung    für    die    ganze 
angegebene  Zeit  auf  einmal  geschehen    kann. 
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will  man  den  Werth  der  Anwartschaft  für  die- 
sen Fall  vollständig  haben,  so  ist  für  irgend  ein 
ntes  Jahr    der   gegenwärtige  Werth  = 

n-r  n-2  n-2  11-2  n-2 

AA —        B — aC —     __   ^       AB—  aC — 

I  11-1  n-i  n-i  n-i 

^Yc  / 1^^~  /(B— ~x  AB—)  AC—  dx]  dx 


rii 


n-i  n-2  n-2  n-2  n-2 

AA —         B—  aC —  ^       AB —  AC — 


rn  A     ^-^       B  C  "  -^  B   C 

-I  n-i  n-i 

-  AC—         ^      AB—   A< 

BC  ^^  B     C 


n-i  n-i  n-i  n-i 

B —  A  C —  AB —   A  C — 


n-t  n-i  n-i  n-i  n-i 

AA—        B—  aC—  ^    ^       A  B—  A  C— 
rnA    ^-^        B     C  ^  «^  B    C 

n-i  n-i  n-i  n-i 

T    ^~AC—  ,     AB—  A  C— 

B    C         +  '  BC  ■>■     ^.' 

den  ersten  Theile  in  der  Parenthese  machen  die  voll- 
ständige Wahrscheinlichkeit  aus,  dafs  am  Ende  des 
nten  Jahrs  B  überlebt  habe  C  (§.  227  b.),  und  wenn 

n 
man  diese  ip       nennt,    so  wird    der    Werth  für  alle 

n  n-i  n-i      n-i  n-i 

-  V~  AA—  ^       AA— B—  aC— 

Jahre  r=:  1 —    -    /  7 — :f^— 7^ 

^        rn  A  *  "^         rn    A  B  C 

n-i  n-r  n-r 

A  A—  A  B —  A  C —  , ,   ^      , 

4-1  r r-r^^ 3  wo  man  wohl  den  letz- 

'  '•'  rn  A  B  C 

ten  Theil  seiner  Unbeträchtlichkeit  wegen  weglafsen 

I   f  X  ab  c 
kann.     Der  zweite  Theil  isl= — f  [ — 
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A —     B — 


A    B 


A  (a  —   I)     (b  —   I)  c     — 


— 1  —1  —1 

C-B— .  B~ 


^^g      ?.  aCb-l)  (c— I)  4-  -^-  ^  a  (  b  —  I  )  c]  . 

§.  308. 
Wenn  ferner  die  Anwartschaft  bezahlt  werden 
soll  bey    dem    Tode    von    A,    unter  der  Bedingung, 
dafs  vorher  B  nach  C  verstorben  sey,  so  ist,  auf  gan- 
ze   Jahre    gerechnet,  der    gegenwärtige    Werth  der 

X-I  X-l  X 

Anwartschaft   =    / -r-v  t^ » 

•^  rx   A  B  D 

wo  X  die  Altersergänzung  von  A  bezeichnet.     Will 

man    diesen    Ausdruck    in   Theile    zerlegen,   so    hat 

X-l  X  X-1 

/  A  B—  (C  -  C-)  /•  A  B— 

man  ■  ^    


B       C  "~  B 


X-l 


/  A  B —    C—  B  —  B— 


B     C  —  B 


/  AB—  C- 


— .     _   ^~        _/ab —  c—     ; 


A     B  """  ^  B  AB 


X-I 


,  ,  ,.  ,    ,  AA—  /■  A  B—  (C  —  C— )  A— 

X  X— 1  X  XX 

A—  A B—  A—  B— 

"  '     rx  A      ~"^      rx     A~B  '"^""rT^Ä  B 
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A  A' /  A  B—  C— I _^a_ 

—  /■  i^i'TBC  ""    r  pr 


A-- 


A 


—      A(a—    I)b       +      ;iab     — 


X 1  X — 1  X 

AA /AB C— 

f-^ Sr-i.-F .       Der    letzte    Tliell 

^  rx     A  ij  Li 

kömmt  schon  im  nächstvorliergelienden  §.  vor,  und 

I  — .'2 

ist  danach^: -----    (aB   C^  O  a.     4-    A^- C- {^3l^- 
rS  V.J  * 

Sonst    kann    man    noch    auf    ehie    andre    Art 


X 1  X — 1  X 

r      AA /AB (C  -  C")       . 

f ; — =; — •    m    1  heile 

-^  rx       ABC 

zerlesen.      "Wenn  nämlich  y  die  kleinste  Alterseroän- 

zung  ist    und    zu    C  gehört,    so    su-che    man    zuerst 

,      A  A--^  /.AC-—  CB  -  B--)  . 

Jahr  besonders  berechnet  werden  mufs.     Am  Ende 
des  Jahrs    y    ist    die  Wahrscheinlichkeit,  dafs   C  ge- 

/■  A  C:---  (B  -B-) 
storben  sey  nach  B,  zr: g    q  ' 

und    die    aufgeschobene    Erbschait    nach    A    ist    = 

//_ 

{)■  a-^J;  also    hat    mau  den  Werlh    der 


A  V 


17 
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Erbschaft  für  die  Periode  vom  Ablauf  der  Zeit  y  au 
bis    zu    Ende    der    Altersergänzung    von    A  ■zz. 


J.  A  C (B   -   B-)         A- 


■{>  a  -f-  j'. 


B      C  A  r/ 

Setzt  mau  übrigens  den  im  §.296  angegebenen 
Werth  derbey  dem  Tode  von  A  fälligen  Anwart- 
schaft, wenn  er  überhaupt  in  der  Verbindung  mit 
B  und  C  zuletzt  stirbt,  r=  T,  so  hat  man  den  Werth 
der  bey  dem  Tode  von  A  fälligen  Erbschaft,  wenn 
zuvor  B  nach     C   verstorben    seyn  soll,     zzz 


y-l  y-l  y 

T   .-    r      A  A /  A  C (B   -   E-) 

^  r/     ABC 


j'-l  ;'  y 

S  A  C (B  -  B-)         A-         —-_ 

B-C— kTT  '^'^' 

Wollte  man  den  vollständigen  Werth  für  den 
Fall,  dafs  C  nach  B  gestorben  ist,  haben,  so  ist  die 
vollständige  Zahl  derer  A,  welche  im  nten  Jahre 
sterben,  nachdem  zuerst  B  und  dann   C   abgegangen 


n — I  11 — 3 


ist,  =  A  A /  A  C (  B   ^  B ) 


11 — i 


I  A  A /  A  B A  C 4-  /[AA—       d  x 


/  A  C (B  -  B-  -  1  —  X  A  B )  dx]  = 

11— r  11—3  11— I  n — i  11  —  2      11 — 3 

AA :/AC (B— B— )-f  aA— /AB— AC— 

11 — I        11—  1  n  ji — i      11 — r      11 — ii 

+  I A A—  AC—  (B-B-)  -  f  AA— AB— AG— ' 
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n — I  n — I  n  n — i  n — i        n — i. 

=  AA— /AC— (ß-B— )— IAA— /AB— AG— 

11 — I  11 — I  n  n — I       n— I         ii — r 

—  f  AA— AC— (B-B— )  -f  i  AA— AB— AC — . 

11 
Folglich  hat  man,  wenn  ;^       hier  die  im   §.    229  b. 

bestimmte  vollständige  Wahrscheinlichkeit ,    dafs  am 
Ende  des  nten  Jahrs     C  gestorben    sey  nach  B,  be- 
zeichnet, den  vollständigen  Werth  der  Anwartschaft 
11  n-i  n-i  n-i  n 

^       m'A  ^  -^  ru    ABC 

11- 1  11- 1  n  r 

,     ^     r       A  A—    A  B-    A  C— 
+    «   /   ^XbTg '    ""    '"'" 

wohl  füglich  den  letzten  Theil  bey  seiner  Unbeträcht- 
lichkeit weglafsen  kann. 

Druckt  also  T  den  vollständigen  Werth  der  An- 
wartschaft bey  dem  Tode  von  A  aus,  wenn  er  über- 
haupt zuletzt  stirbt,  so  ist  der  Werth  der  Anwartschaft 
für  den    Fall^    dafs    B    nach    C    gestorben, 

n  n-i  ii-t        11-1  n 

__^_^X-AA-     ,     ^    ,  AA-AC- CB-B-) 


m 

A         ' 

^ 

J 

rn     A  B 

C 

A 

11 — I 

A 

A 

11 — I 
B 

n— 

-     A  C- 

-I 

^    ^  rn    A     B     C 

Bey  der  Berechnung   kann  man    eben    so    ver- 
fahren, wie  vorher  im  §.    229    angegeben    worden, 

iidem  man   die    W^ahrscheinlichkeit,    dafs  am  Ende 

11 
des  nten  Jahrs  C  nach  B  gestorben   ist,  oder  )r      ,  mit 

n — I 

A  A '  ,  .  ,.  . 

— — multiphcirt . 

rn  •^ 
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Anm.  Andre  Sclii"iftsteller  haben  die  Aufütiben  der  bei- 
den vorhergehenden  §.  §.  auf  eine  ähnliclie  Weise  nufgelöset, 
wie  vorher  [§.  276  Anm.]  in  Anselmng  der  Leibrenten  für  das 
zwiefache  Ueberlebeu  bemerkt  ist.  Tetens  hat  nur  den  Fall, 
dafs  die  Anwartschaft  bey  dem  Tode  von  A  bezahlt  werden 
soll,  wenn  zuerst  C  und  dann  B  gestorben  [a.  a.  O.  S.  421  u, 
55o],  aber  nicht  den  Fall,  dafs  die  Anwartschaft  bey  dem  Tode 
von  A  fällig  ist,  wenn  zuvor  B  überlebt  hat  C  [wo  B  auch  bey 
dem  Tode  von  A  noch  leben  kann],  Bey  der  Auflösung  jenes 
Problems  gebraucht  jedoch  Tetens  als  Ilüllsmittcl  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  am  Ende  des  nten  Talus  C  überlebt  habo 
B  oder  B  überlebt  habe   C,    und  setzt  die  erstere 

n 
C—  B 

=  f   (It  TT-    -  


und    letztere  — —   -^    (l    'f' 
n  n 

B—  C— 


B 

n 

B— 


B 

),    welche    Ausdrücke    er   aus  einer  Formel 


B    C 

nach  der    Hypothese  herleitet.     Jener    Ausdruck  ist    indefsen 
n  n  n 

B  —  B —  (B  —   B— )  (C  —  C— ) 


ß  2     B  G 

n  n  n 

C  —  C—  (B  —  B— )  (C  —  C— ) 

dieser    zrr   — , 

C  2   B     C 

d.  h.  diese  Ausdrücke  enthaltcif  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs 
im  nten  Jahre  entweder  B  oder  C  gestorben  sey,  weniger  der 
Hälfte  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  B  und  C  beide  gestorben. 
Freilich  wird  die  Rechnung  hiernach  einfacher,  aber  diese  Na- 
herungswerthe  v/eichen  oft  von  den  wahren  Werthen  selir  ab, 
£;-u)ie  setzt  Seite  ig6  in  seiner  Bereclmung  der  Lebensren- 
ten etc.,    wenn    die  Anw^irtschaft ,    fällig    bey  dem  Tode  von 
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A  auf  den  Füll  öafa  er  illjerliaupL  zulcLzt  slirbt,  mit  T,  auch 
die  Altersergänzuiig  der  Jüngern  Person  mit  ß  ,  der  Sltern 
aber  mtt  y  bezeichnet  wird,  den  Werth  der  Anwartschalt,  die 
bey  dem  Tode  von  A  bezahlt   werden   soll,  Avenn  vorher  zuerst 

die    ältere  und  dann  die  jüngere  gestorben,  (i   —  —  )    T, 

2ß 

und  auf  den  Fall,   dafs  zuerst   die  jüngere  und    dann  die  ältere 

/ 

gestorben,  ZZ T.      Es   gilt  in  Ansehung    dieser  Ausdrucke 

2/i 

dufselbe,  was  ich  vorher  bey  §.  276  in  Beziehung  auf  die  Ren- 
tenwerthe  für   das  zwiefache  Ueberieben  bemerkt    habe. 

Morgan^  der  diese  Anwarlsclial'ten  sehr  umständlich  abhan- 
delt, nimmt  an,  dafs,  v/enn  A  zuerst,  dann  B  und  zuletzt  C 
sterben  soll,  bey  defseu  Tode  die  Anwartschalt  fällig  wird,  in 
jedem  Jahre  die  Anwartschaft  zu  zahlen  sey  i)  für  ^  derer 
Vereine,  wovon  A,  B  und  C  in  demselben  Jahre  sterben,  2)  für 
J  derer  Vereine,  wovon  B  und  C  in  dem  nämlichen  Jahre 
sterben,  A  aber  verlier  abgegangen  ist,  0)  für  \  derer  Vereine, 
wovon  C  in  demselben  Jahre  stirbt,  Bund  A  aber  vorher  ab- 
gegangen sind.  Hiernach  erhält  er  den  Werth  dieser  Anwart- 
_      I  ;.c  A  (a  c)  X  (bc) 

6r  2pr  3    r  i 

X  (abc)       ,         A 


+  — — -    ACa    -    I)c     - 


6  p  r  2   A 


C— ^ A—    B 


^^     ;.bCc-l) ^-^-^  l    (a-l)  (b-i)c  + 

A C  — 


3   A  G 

— I             — 1 
B C 

6"b"c 


X  (a  —   I)    b    (c    —    I)     — 
Aa  (b  —   I)     (c  —   I)     — 
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-I 


A —     B —       — , 

-—  X  (  a  —  I  )  b  c  4-    ^~    A  a  (b   -   I)  c      4- 


A  an  (b  —   I). 


6   C 

Die  Foimel  kann  indefsen  unverändert  Tuir  Ms  zur  klein- 
sten Altersergänzung  gelten,  also  nur  wenn  C  die  ältsto  Person 
ist.  Wenn  die  kleinste  Altersergänzung  ZZ  x  und  B  die  ält- 
ste  Person  ist,  so  ist  zu  demnach  dieser  Formel  Lis  zum  xten 
Jahre  berechnetenWerthe  hinzuzulegen  der  Werth  des  aufgescho- 
benen Sterbetlialers  für  die  dann  noch  lebenden  C,  deren  B  nach 

X          C"            a>      c  f   X 
A  verstorben    sind,   oder  m        — ,  wo 

^  C  rx 

X 

(fi  die  Wahrscheinlichkeit  bedeutet,  dafs  bis  zu  Ende  des 
xten  Jahrs  B  gestorben  sey  nach  A.  Ist  A  die  ältste  Person 
und  die  kleinste  Altersergänzung  HZ    z,  so  ist   i)  auf  die  näm- 

z 

c—        — 

liehe  Weise  hinzuzulegen    q)        -_: ■       •&   C    y   Z,  a)   au- 

^  C  rz 

fserdem  noch    der    Werth   des  SlerbeLhalers  für  die  dann   noch 

in  Verbindung  mit  B  lebenden  C,   welche  nach  B  sterben,   oder 

z  z 

B-   C- 


BC  r: 


[,9-  c-j-z    —    §    &  (bf  z)  Cctz)  + 


Z-T  Z-I 

B—      C 


1   —  X  (bfz-i)   (ctz)  -  f  -—    ;.  (b  t  z)   (c  t  z  -  I)] 

(§•  190)»  Ii^  dieser  Formel  ist  Alles  richtig  bis  auf  die  Annah- 
me, dafs  die  Anzahl  derer  B,  welche  nach  A  sterben,  bis  zum 
Ende  eines  bestimmten  Jahrs  gleich  sey  der  Hälfte  aller  ausge- 
storbenen Paare  von  AB  (S.  §.  229.  b,.  Anm.  2).  Morgan  ver- 
sichert, dafs  seine  Formel  ziemlich  mit     den  wahren    Werthen 
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7;usammenslimme ,  und  er  führt  S.  2r5  seines  Werks  mehrere 
J'eispiele  davon  an.  Es  ist  indefsen  immer  bedenklicli,  eine 
Formel  anziiwenden,  von  der  man  nicht  weifs,  wie  viel  man 
dabey  fehlt. 

Wenn  A  4o,  B  5o  und  C  70  Jahr  ist  und  die  bey  dem  To- 
de von  A  fälligen  Anwartschaften  nach  Si'ifsmilchs  Sterbensord- 
nung und  dem  Zinsfiifse  zu  4  Procent  bis  zu  der  Altersergänzung 
y  berechnet  werden,  so  erhält  man,  ans  den  vorher  Seite  271  an- 
gegebenen Werthen,  für  die  gcdachteZeit  den  volIständigenWerth 
der  bey  dem  Tode  von  A  lalligenAnwartschaft  i)  wenn  zuvor  C 
vmd  dann  B  gestorben,  IZI  o,oG4G,  2)  wenn  zuerstB  und  dann 
C  gestorben,  ZT  OjoSgr.  Beide  Theile  zusammengenommen 
geben  also  die  Anwartschaft  auf  den  Fall,  dals  A  überhaupt 
während  dieser  Zeit  zuletzt  stirbt,  ZZ  0,1037,  Nach  Brunes 
Metliode  würde  der  Werth  für  den   ersten  der  gedachten  Fälle 

13 

~    (i    "~"    — ).  0,1067  ^^  0,0744,  für  den  letzten  Fall  abeif 
46 

•~~    —  0,1007  ^^  0,0290  seyn. 
46 

Will  man  für  die  folgende  Zeit  weiter  fort  rechnen,  so  ist,' 
ebenfalls    nach    Süfsmilch  und  zu    4  Procent    Zinsen," 

A^  152       ,  , 

• {y  a   f  y  —  o,36o68,o,Cg95  llIo,io25; 

Ar/  374 


y-l  y  y-i  y-1 

J  AC (B  -  B-)   —   f  /  A  C —  A  B- 

BC 


8874-513 
300.112 


II!    o,2488 ;     also     hat    man 


7  A" 

X —  — ~  ^  a  t  y=: 033488.0,1035  =0,0255. 

A   xy 
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Danach    wird  die  gesammte    Anwartscliaft    hey    dem  Tode  von 
A,   wenn  zuerst  B  und  dann  G  gestorben,  1ZZI   0,0391  f  o,0255 
o,oG4G.      Weiter  hat  man 


7-1                      }/                               7-1               y-x 
/AB (C  —  C— )  —  1/ AB   —   AC- 


ßC 

=r  0,5445,  und   folglich 


300.113 

V  A —  

(je T !*>  a  t  7  =  0,5445.0,1025  =  0,055! 

A  r/ 

7      V 
A— ß— 


Noch     ist     -_— [^  a-1-7  —  \&  (aty)  (bty)  — 

A  rS   r/ 

A^— 


A  (a   t   /  -  O      (b   t   7)     + 


B- 


A- 

y-  1 


.    B^ 


^(aty)      (b   t  J'  —   0]  =  0,01175. 


Hiernach  erhält  man  folglich  die  gesammte  Anwartschaft  bcy 
dem  Tode  von  A,  wenn  zuerst  C  und  dann  B  stirbt,  ,' 
o,oC46  -j-  o,o558  f  0,01176  o,i522. 

Die  Anwartschaft,  zahlbar  bey  dem  Tode  von  A,  wenn  der- 
selbe überhaupt  zuletzt  stirbt,  ist  als'o  0,0616  f  o,i322ZZ: 
0,1968,  Nach  Brunos  Annahme  würde  folglich  der  ganze  Wcrth 
dieser  Anwartschaft,  uaclidem  B  zuletzt  gestorben,  o,i4i2, 
und,  wenn  C  zuletzt  gestorben,  o,o556,  welche  Wertlie 
von  den  vorhin  angegebeneu  Gröfsen  beträchtlich  verschieden 
sind. 


Verbefscrnvgei7, 


S.   115,  Z.  I  V.  o.  aiistaltAB lies  aB~"~. 

S.   1,55,  Z.    12  V.  o.  vor    m  f  r  setze:  im  letz- 
ten  Gliede. 


S.   184,   Z.  4  V.  u.  anstatt 
lies 


Aß     .  .     K  12 
A2  B^  .  .  K^ 


-\  'S/V'  VX/VV/VWN/WWVAA* 


{^ 


•^ 
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